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Введение 

Актуальность выпускной квалификационной работы состоит в том, что 

в эконометрике широко используются методы статистики. Во многих 

практических задачах прогнозирования, изучая различного рода связи в 

экономических, производственных системах, необходимо на основании 

экспериментальных данных выразить зависимую переменную в виде 

некоторой математической функции от независимых переменных – 

регрессоров, то есть построить регрессионную модель. Регрессионный анализ 

позволяет: 

·производить расчет регрессионных моделей путем определения 

значений параметров – постоянных коэффициентов при независимых 

переменных – регрессорах, которые часто называют факторами; 

·проверить гипотезу об адекватности модели имеющимся наблюдениям; 

·использовать модель для прогнозирования значений зависимой 

переменной при новых или ненаблюдаемых значениях независимых 

переменных. 

 

Цель работы состоит в построении нескольких регрессионных моделей 

(линейных и квадратичных) для прогноза пассажирооборота Республики Тыва 

до 2025 года, их анализе и выборе наиболее точной модели.  Для достижения 

поставленной цели были решены следующие задачи: 

· изучение основных положений регрессионного анализа 

· рассмотрение оценки параметров парной регрессионной модели 

· исследование оценки значимости уравнения регрессии и особенностей 

применения коэффициента детерминации 
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· провести прогнозирование пассажирооборота Республики Тыва до 

2025 года 

Предметом исследования является математико-статистические 

методы в экономических исследованиях. 

Объект исследования дипломной работы – практическая задача по 

применению регрессионного анализа в эконометрике. 

Практическая значимость выпускной квалификационной работы 

заключается в исследовании пассажирооборота Республики Тыва и 

прогнозирования. 

Структура работы. Работа состоит из введения, двух глав, 

заключения, списка использованной литературы. 

Во введении обосновывается актуальность выбранной темы, 

формируется цель, предмет и объект исследования, практическая значимость, 

раскрывается структура исследования. 

В первой главе рассмотрена теория, требуемая для построения моделей 

регрессии и последующего их анализа.  

Во второй главе рассматривается практическая часть работы, в которой 

производятся вычисления коэффициентов регрессионного уравнения, оценка 

качества моделей. 

В заключении построены модели для прогнозирования 

пассажирооборота Республики Тыва до 2025 года, и вычислены ошибки 

прогноза, сделан вывод о том, какая из моделей является наиболее точной.  
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Глава 1. Теоретические и методологические основы 

применения регрессионного анализа в эконометрике 

 

1.1. Основные положения регрессионного анализа 

 

В эконометрике широко используется регрессионный анализ как метод 

выявления уравнения связи между зависимыми и независимыми 

переменными, наилучшим способом дающий оценку истинного соотношения 

между этими переменными. 

Регрессия – зависимость между независимыми (объясняющими) 

переменными и условным математическим ожиданием зависимой 

(объясняемой) переменной. 

Регрессионный анализ – один из наиболее известных статистических 

методов для решения следующей основной задачи: можно ли по значению 

одного признака сделать какие-либо выводы о предполагаемом значении 

другого? 

Регрессионная модель 

Основная цель регрессионного анализа состоит в определении связи 

между некоторой характеристикой  Y наблюдаемого явления или объекта и 

величинами 𝑥1, 𝑥2, … 𝑥𝑛, которые обуславливают, объясняют изменения 𝑌. 

 

К задачам регрессионного анализа относятся [1, с. 75]:  

•    установление формы зависимости между переменными; 

•    оценка модельной функции (модельного уравнения) регрессии;  

• оценка неизвестных значений (прогноз значений) зависимой 

переменной.  
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Переменная 𝑌 называется зависимой переменной (откликом), а 

объясняющие переменные 𝑥1, 𝑥2, … 𝑥𝑛 , называются регрессорами или 

факторами. Одному и тому же конкретному набору (𝑥1, 𝑥2, … 𝑥𝑛)  значений 

факторов в различных наблюдениях могут соответствовать несколько 

различных ( но не произвольных) значений 𝑦 объясняемой переменной 𝑌. В  

них может наблюдаться некоторая закономерность, они могут иметь 

определенный закон распределения. То есть каждому набору значений 

факторов в разных конкретных реализациях могут соответствовать не строго 

заранее определенные соответствующие значения объясняемой переменной, а 

её условные математические ожидания. Такая зависимость называется 

регрессионной. 

Уравнение регрессии в общем виде выглядит: 

𝑦 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, … 𝑥𝑛)              (1.1.1) 

                    или иначе 𝑦 = 𝑓𝑥1, 𝑥2, … 𝑥𝑛 + ℇ           (1.1.2) 

где 𝑦 – теоретический  вид модели, формула функции, которую задает 

исследователь, исходя из своих предположений о характере связи между 

переменными; ℇ - случайная часть (ошибка, возмущения). 

Причины появления случайной составляющей ℇ: 

 неучитывание в используемой модели некоторых факторов, от 

которых также существенно зависит 𝑌; 

 не достаточно точно выбранный вид модели; 

 наличие ошибок исходных данных и другие. 

 

Классификация эконометрических моделей: 

1. По количеству объясняющих переменных: 

a. Модель парной регрессии; 

b. Модель множественной регрессии. 
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2. По виду функции регрессии: 

a. Модель линейной регрессии; 

b. Модель нелинейной регрессии. 

3. По типу используемых данных 

4. По количеству эконометрических уравнений. 

 

В предоставленной работе осмотрена модель парной регрессии. До этого 

только из только кружка причин, оказывающих большое влияние на 

продуктивный знак, нужно отметить более значительно действующие причины. 

Парильня регрессия достаточна, ежели наличествует преобладающий причина, 

кой и употребляется соединяющей переменной. Уравнение обычный регрессии 

ассоциация меж двумя переменными, имеет место быть как некая регулярность 

только в среднем в целом сообразно надзоров. В уравнении регрессии 

корреляционная сообразно сущности ассоциация показателей ведётся в облике 

многофункциональной взаимосвязи, проявленной соответственной 

математической функцией. 

 

1.2. Оценка параметров парной регрессионной модели 

 

Парная линейная регрессионная модель – наиболее простой вид 

регрессионной модели, в которой рассматривается зависимость объясняемой 

переменной 𝑌,  только от одной объясняющей переменной X, причем эта 

зависимость линейная.  

Линейная регрессия сводится к нахождению уравнения вида: 

𝑦𝑥 = 𝑎 + 𝑏 ∗ 𝑥  или 𝑦𝑥 = 𝑎 + 𝑏 ∗ 𝑥 + ℇ.            (1.2.1) 

Уравнение  вида 𝑦𝑥 = 𝑎 + 𝑏 ∗ 𝑥  позволяет по заданным значениям 

фактора 𝑥 находить теоретические значения результативного признака, 

подставляя в него фактические значения фактора 𝑥. 
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В парной регрессии выбор вида может быть осуществлен тремя 

методами [3, с. 25-26]: графическим, аналитическим, экспериментальным. 

 

Парильня регрессия имеет возможность отдать неплохой итог при 

прогнозировании, ежели воздействием остальных причин, воздействующих на 

предмет изучения, разрешено пренебречь. Ежели ведь сиим воздействием 

пренебречь невозможно, то в данном случае надлежит попробовать 

обнаружить воздействие остальных причин, введя их в модель, т.е. выстроить 

уравнение многочисленной регрессии. 

 

Модель множественной линейной регрессии в общем виде [2, с 85-86]: 

𝑦 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥1 + 𝑏2𝑥2 + ⋯ + 𝑏𝑝𝑥𝑝 + ℇ  (1.2.2) 

или в матричной форме 𝑦 = 𝑋 ∗ 𝑏 + ℇ 

где Y=(𝑦1𝑦2 … 𝑦𝑛)𝑇 – матрица-столбец наблюдаемых значений объясняемой 

переменной, (…)Т – операции транспонирования матрицы. 

 

 Основная цель множественной регрессии – построить модель с большим 

числом факторов, определив при этом влияние каждого из них в отдельности, 

а также совокупное их воздействие на моделируемый показатель. 

 

Построение регрессии сводится к оценке её параметров 𝑎 и 𝑏 [4, с 24-

22]. Классический подход к оцениванию параметров линейной регрессии 

основан на методе наименьших квадратов (МНК). МНК позволяет получить 

такие оценки этих параметров, при которых сумма квадратов отклонений 

фактических значений 𝑦𝑖   результативного признака (отклика) от 

теоретических (полученных по уравнению регрессии) 𝑦𝑖  минимальна: 

 

∑ 𝑦𝑖 − 𝑦𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 = ∑ ℇ𝑖

2𝑛
𝑖=1 → 𝑚𝑖𝑛  (1.2.3) 
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На практике невозможно определить сами ошибки 𝜀𝑖 , в расчетах имеем 

дело с их оценками, называемыми остатками 𝜀𝑖, полученными для 

конкретной выборки. Задача состоит в получении таких оценок 

коэффициентов уравнения регрессии 𝑎 и 𝑏, чтобы  ∑ ℇ𝑖
2𝑛

𝑖=1 → 𝑚𝑖𝑛. 

𝑏 =
𝑐𝑜𝑣(𝑥,𝑦)

𝛿𝑥
2 ,     𝑎 = 𝑦 − 𝑏 ∗ 𝑥       (1.2.4) 

где 𝑐𝑜𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝑦 ∗ 𝑥 − 𝑦 ∗ 𝑥 – ковариация признаков 𝑥 и 𝑦,    

      𝛿𝑥
2 = 𝑥2 − 𝑥2 – дисперсия признака 𝑥  

Параметр 𝑏 называется коэффициентом регрессии. Его величина 

показывает среднее изменение отклика при изменении фактора на одну 

единицу. 

Формально 𝑎 – значение 𝑦 при 𝑥 = 0. Если фактор 𝑥 не имеет и не может 

иметь нулевого значения, то какая  трактовка параметра 𝑎 не имеет смысла. 

Остатки представляют собой взятые с соответствующим знаком 

разности экспериментальных 𝑦𝑖  и оценочных 𝑦𝑖  («практических» и 

«теоретических») значений объясняемой переменной. 

 

Парная нелинейная модель регрессии 

Близость абсолютной величины линейного коэффициента корреляции к 

нулю еще не говорит об отсутствии любой связи между признаками, а лишь 

отсутствие линейной корреляционной связи. На практике кроме линейной 

связи между показателями может наблюдаться более сложные – нелинейные 

регрессионные зависимости.  

 

Основные типы нелинейных регрессий 

 полиномиальные: 

квадратичные 𝑦 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 + ℇ 

кубические 𝑦 = 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑 + ℇ 
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 гиперболическая 𝑦 = 𝑎 +
𝑏

𝑥
+ ℇ 

 степенная 𝑦 = 𝑎 ∗ 𝑥𝑏 ∗ ℇ 

 показательная 𝑦 = 𝑎 ∗ 𝑏𝑥 ∗ ℇ  

 экспоненциальная 𝑦 = 𝑒𝑎+𝑏𝑥+ℇ 

 логарифмическая 𝑦 = 𝑎 + 𝑏 ∗ 𝑙𝑛𝑥 + ℇ 

 

Линеаризация некоторых нелинейных регрессий 

 Некоторые нелинейные регрессии путем математических 

преобразований могут быть сведены к соответствующим линейным 

регрессиям относительно других (производных) переменных. Параметры 

полученных линеаризованных моделей можно найти описанными выше 

методами.  

a) Показательная модель 𝑦 = 𝑎 ∗ 𝑏𝑥 ∗ ℇ 

 Логарифмируются левая и правая части уравнения и преобразуются в 

равенство: 

ln 𝑦 = ln(𝑎 ∗ 𝑏𝑥 ∗ ℇ) = ln 𝑎 + ln 𝑏𝑥 + ln ℇ = ln 𝑎 + 𝑥 𝑙𝑛 𝑏 + 𝑙𝑛ℇ 

 Вводятся промежуточные переменные 

𝑙𝑛𝑦 = 𝑌;     𝑙𝑛𝑎 = 𝐴;      𝑙𝑛𝑏 = 𝐵,   𝑙𝑛ᵋ = ℇ 

 С учетом введенных обозначений парная линейная регрессия имеет вид: 

𝑌 = 𝐴 + 𝐵𝑥 + 𝐸 

 

 Её отличие от исходной в том, что в качестве объясняемой переменной 

выступает не исходная y, a  𝑌 = 𝑙𝑛𝑦. То есть в расчетах берется не исходный 

массив объясняемой переменной y, а массив предварительно полученных её 

логарифмов. И получены в результате расчётов будут не коэффициенты a и b, 



11 

 

а их логарифмы 𝑙𝑛𝑎 = 𝐴 и 𝑙𝑛𝑏 = 𝐵. Из них требуемые значения можно 

получить: 

𝑎 = 𝑒ln 𝑎 = 𝑒𝐴,      𝑏 = 𝑒ln 𝑏 = 𝑒𝐵 

 

В конце подставляются полученные значения коэффициентов в уравнение     

исходной парной нелинейной регрессии 𝑦 = 𝑎 ∗ 𝑏𝑥 ∗ ℇ. 

б) Квадратичная модель 𝑦 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 + ℇ 

 Она также может быть линеаризована и сведена к линейной 

множественной модели. 

 Введем промежуточные переменные 𝑥1 = 𝑥2,    𝑥2 = 𝑥. 

 Тогда имеем множественную линейную регрессию: 

𝑦 = 𝑎𝑥1 + 𝑏𝑥2 + 𝑐 + ℇ. 

 Число оцениваемых параметров для квадратичной модели m=3, а не 2, 

как у линейной, степенной и т.п. 

Аналогично могут быть линеаризованы и другие нелинейные регрессии. 

 

Характеристики парных нелинейных регрессий 

 Оценкой тесноты нелинейной связи служит индекс корреляции 

 

𝑅2̅̅̅̅ = 1 −
∑ 𝑦𝑖−𝑦𝑖

2𝑛
𝑖=1

∑ 𝑦𝑖−𝑦𝑖
2𝑛

𝑖=1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
  (1.2.5) 

 Коэффициент детерминации, средняя относительная ошибка 

характеризуют качество не только линейного, но и нелинейного уравнения 

регрессии. 
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1.3  Оценка линейной значимости вычислены уравнения регрессии и включает особенности 

оказывается применения коэффициента устранять детерминации 

 

линейные После того как теоретическое найдено косвенным уравнение линейной выражаются регрессии, значение проводится 

оценка круга значимости как заключение уравнения в целом, так и параметры отдельных его больше параметров[5, 

с 55] . 

 

Линейный коэффициент корреляции 

 Уравнение регрессии всегда дополняется показателем тесноты связи. 

При использовании линейной регрессии в качестве такого показателя 

выступает линейный коэффициент корреляции, 𝑟𝑥𝑦 характеризующий тесноту 

и направление связи между двумя коррелируемыми признаками в случае 

наличия между ними линейной зависимости. Расчет линейного коэффициента 

корреляции осуществляется по формулам: 

𝑟𝑥𝑦 = 𝑏 ∗
𝛿𝑥

𝛿𝑦
=

𝑐𝑜𝑣(𝑥,𝑦)

𝛿𝑥∗𝛿𝑦
,    (1.3.1) 

 где 𝛿𝑥 = 𝑥2 − 𝑥2,̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  𝛿𝑦 = 𝑦2 − 𝑦2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  – среднеквадратическое отклонение 

признаков. 

 Линейный  коэффициент корреляции находится в пределах -1≤𝑟𝑥𝑦≤1. 

Чем ближе по модулю значение 𝑟𝑥𝑦 к единице, тем сильнее линейная связь 

между признаками. При 𝑟𝑥𝑦 = ±1 имеем функциональную зависимость. 

Равенство нулю коэффициента 𝑟𝑥𝑦  означает полное отсутствие 

корреляционной связи.  

 Значимость линейного коэффициента корреляции определяется с 

помощью t-критерия Стьюдента, но можно воспользоваться и упрощенным 

правилом: если |𝑟| < 0.3, то связь практически отсутствует, если 0,3<|𝑟|<0,5, 

https://www.bestreferat.ru/referat-382524.html#_ftn13
https://www.bestreferat.ru/referat-382524.html#_ftn13
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то  связь слабая, если 0,5<|𝑟|<0,7, то связь достаточно сильная, если  |𝑟|>0,7, 

то имеется высокая степень зависимости между признаками. 

Коэффициент детерминации 

 Для оценки качества подбора линейной функции рассчитывается 

квадрат линейного коэффициента корреляции 𝑟𝑥𝑦
2 , называемый 

коэффициентом детерминации 𝑅2. Коэффициент детерминации 

характеризует долю дисперсии результативного признака, объясняемую 

регрессией, в общей дисперсии результативного признака: 

𝑅2 = 1 −
∑ (𝑦𝑖−𝑓𝑖)2

𝑖

∑ (𝑦𝑖−𝑦̅)2
𝑖

  (1.3.2) 

где 𝑦𝑖  – выборочные данные, 

      𝑓𝑖 – соответствующие им значения модели.  

Также это менее квадрат оценки корреляции Пирсона получаем между парабола двумя переменными. Он  

замене выражает формула количество дисперсии, больше общей есть между двумя товарооборота переменными. 

вычислены Коэффициент принимает можно значения из можно интервала [0;1]. Чем линейное ближе выборочным значение к 1 

тем лучше построенная модель и тем ближе линия регрессии к 

экспериментальным точкам на графике. В получим случае есть парной линейной 

статистическая регрессионной может модели коэффициент следует детерминации парной равен квадрату 

строится коэффициента дисперсию корреляции, то есть 𝑅2 = 𝑟2. 

Показателям тесноты значений связи получим можно дать сделать качественную связанно оценку (шкала 

применяется Чеддока): 

Количественная мера тесноты связи Качественная характеристика силы связи 

0,1 - 0,3 Слабая 

0,3 - 0,5 Умеренная 

0,5 - 0,7 Заметная 

0,7 - 0,9 Высокая 
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0,9 - 0,99 Весьма высокая 

 

Чтобы иметь общее суждение о качестве модели из относительных 

отклонений по каждому наблюдению, определяют среднюю ошибку 

аппроксимации:  

𝐴 =
1

𝑛
.         𝐴𝑖 =

1

𝑛
∑

𝑦−𝑦𝑥

𝑦
∗ 100%  (1.3.3) 

 Средняя ошибка аппроксимации не должна превышать 8–10%. 

Критерий Фишера 

 Оценка значимости (надежности) уравнения или же модели регрессии в 

целом производится на основе F-критерия Фишера, который состоит в 

проверке гипотезы 𝐻0: статистической незначимости уравнения регрессии и 

коэффициента детерминации (𝑅2 = 𝑟𝑥𝑦
2 = 0). 

𝐹 =
𝑟𝑥𝑦

2

1−𝑟𝑥𝑦
2 ∗ (𝑛 − 2)  (1.3.4) 

 Фактическое значение F-критерия Фишера сравнивается с табличным 

значением 𝐹табл(𝛼; 𝑘1;  𝑘2) при уровне значимости α и степенях свободы     

𝑘1 = 𝑚  и 𝑘2 = 𝑛 − 𝑚 − 1 (𝑛 – число наблюдений, m – число параметров при 

переменной x). При этом: 

 Если 𝐹факт > 𝐹табл, то гипотеза 𝐻0 отклоняется, признается 

статистическая значимость уравнения в целом, то есть построенная 

модель «лучше» прогноза по среднему. 

 Если 𝐹факт < 𝐹табл, то гипотеза 𝐻0 принимается, уравнение незначимо, 

качество построенной модели сравнимо с точностью прогноза по 

среднему. 

Для парной линейной регрессии 𝑚 = 1 поэтому: 
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𝐹 =
𝑆факт

2

𝑆ост
2 =

𝑦𝑥−𝑦2

𝑦−𝑦𝑥
2 ∗ (𝑛 − 2)   (1.3.5) 

В парной линейной регрессии оценивается значимость не только 

уравнения в целом, но и отдельных его параметров. С этой целью по каждому 

из параметров определяется его стандартная ошибка: 𝑚𝑏 и 𝑚𝑎. 

Стандартная ошибка коэффициента регрессии определяется по формуле: 

𝑚𝑏 =
𝑆ост

2̅̅ ̅̅ ̅

𝑥−𝑥2 =
𝑆ост

𝛿𝑥∗𝑛̅
   (1.3.6) 

где 𝑆ост
2 =

∑(𝑦−𝑦𝑥)2

𝑛−2
 – остаточная дисперсия на одну степень свободы. 

 Для оценки существенности коэффициента регрессии его величина 

сравнивается с его стандартной ошибкой, то есть  определяется фактическое 

значение t -критерия Стьюдента: 𝑡𝑏 =
𝑏

𝑚𝑏
, которое затем сравнивается с 

табличным значением при определенном уровне значимости a и числе 

степеней свободы (𝑛 −2).  

Доверительный интервал для коэффициента регрессии определяется 

как 𝑏 ± 𝑡табл ∗ 𝑚𝑏.  

Стандартная ошибка параметра a определяется по формуле:   

𝑚𝑎 =  𝑆ост
2 ∗

𝑥2

𝑛∗∑(𝑥−𝑥̅)2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
   (1.3.7) 

 Процедура оценивания существенности данного параметра не 

отличается от рассмотренной выше для коэффициента регрессии.  
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Глава 2. Практическое применение регрессионного анализа в 

эконометрике 

Пассажирооборот — показатель отражения объёма перевозок 

пассажиров в пассажиро-километрах и исчисляется как произведение 

количества пассажиров на расстояние перевозок по каждому виду транспорта. 

 

лизер Пользуясь приведенными оказывается исходными оценки данными на таблице о 

пассажирообороте  автобусов общего пользования Республики Тыва: 

Год 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 

Пассажирооборот, 

млн пасс, % 
511 514 565 627 652 666 656 657 

Год 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018 

Пассажирооборот, 

млн пасс, % 
649 658 654 676 705 657 642 687 

 

1. Построить поле корреляции. 

2. Найти уравнения линейной, квадратичной регрессии. 

3. Оценить для каждой модели: тесноту связи с помощью показателей 

корреляции и детерминации; с помощью средней ошибки 

аппроксимации качество уравнений; сделать прогноз до 2025г. 

4. По значениям характеристик выбрать лучшее уравнение регрессии и 

дать обоснование. 
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Решение: 

Использование графического метода. 

Этот метод применяют для наглядного изображения формы связи между 

изучаемыми показателями. Для этого в прямоугольной системе координат 

строят график, по оси ординат откладывают индивидуальные значения 

результативного признака Y, а по оси абсцисс - индивидуальные значения 

факторного признака X. 

           На основании поля корреляции можно выдвинуть гипотезу о том, что 

связь между всеми возможными значениями X и Y носит линейный характер. 
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Линейная модель 

            Линейное уравнение регрессии имеет вид 𝑦 = 𝑏𝑥 + 𝑎  

Для расчета параметров регрессии построим расчетную таблицу  

 

x y x2 y2 x*y 

2003 511 4012009 261121 1023533 

2004 514 4016016 264196 1030056 

2005 565 4020025 319225 1132825 

2006 627 4024036 393129 1257762 

2007 652 4028049 425104 1308564 

2008 666 4032064 443556 1337328 

2009 656 4036081 430336 1317904 

2010 657 4040100 431649 1320570 

2011 649 4044121 421201 1305139 

2012 658 4048144 432964 1323896 

2013 654 4052169 427716 1316502 

2014 676 4056196 456976 1361464 

2015 705 4060225 497025 1420575 

2016 657 4064256 431649 1324512 

2017 642 4068289 412164 1294914 

2018 687 4072324 471969 1386366 

32168 10176 64674104 6519980 20461910 

 

Для наших данных система уравнений имеет вид 

16a + 32168b = 10176 

 32168a + 64674104b = 20161910 

−32168a − 64673764b = −20458848 

32168a + 64674104b = 20461910 

340b = 3062 

b = 9.0059 

Теперь найдем коэффициент «a» из уравнения (1): 

16a + 32168*b = 10176 
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16a + 32168*9.0059 = 10176 

16a = -279525.224 

a = -17470.3265 

Уравнение регрессии (эмпирическое уравнение регрессии):  

y = 9.0059 x -17470.3265  

Параметры уравнения регрессии 

Выборочные средние 

x  = 
∑xi

n
 =  

32168

16
 = 2010.5 

y  = 
∑yi

n
 =  

10176

16
 = 636 

xy  = 
∑xiyi

n
 =  

20461910

16
 = 1278869.375 

Выборочные дисперсии: 

S2(x)  =  
∑x2

i

n
 - x 2  =   

64674104

16
 - 2010.52 = 21.25 

S2(y)  =  
∑y2

i

n
 - y 2  =   

6519980

16
 - 6362 = 3002.75 

Среднеквадратическое отклонение 

S(x) = S2(x) =  21.25 = 4.61 

S(y) = S2(y) =  3002.75 = 54.797 

Коэффициент корреляции b можно находить по формуле, не решая систему 

непосредственно: 

b = 
x·y - x · y

S2(x)
 = 

1278869.375-2010.5·636

21.25
 = 9.0059 

a = y  - b· x  = 636 - 9.0059·2010.5 = -17470.3265 

Коэффициент корреляции.  

Ковариация.  

cov(x,y) = x·y  - x · y  = 1278869.375 - 2010.5·636 = 191.38 

Рассчитываем показатель тесноты связи. Таким показателем является 
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выборочный линейный коэффициент корреляции, который рассчитывается по 

формуле:  

rxy = 
x·y  - x · y

S(x)·S(y)
 = 

1278869.375 - 2010.5·636

4.61·54.797
 = 0.758 

            В нашем примере связь между признаком Y и фактором X высокая и 

прямая.  

            Кроме того, коэффициент линейной парной корреляции может быть 

определен через коэффициент регрессии b:  

rx,y = b·
S(x)

S(y)
 = 9.006

4.61

54.797
 = 0.758 

Значимость коэффициента корреляции.  

Выдвигаем гипотезы:  

H0: rxy = 0, нет линейной взаимосвязи между переменными;  

H1: rxy ≠ 0, есть линейная взаимосвязь между переменными;  

Для того чтобы при уровне значимости α проверить нулевую гипотезу 

о равенстве нулю генерального коэффициента корреляции нормальной 

двумерной случайной величины при конкурирующей гипотезе H1 ≠ 0, надо 

вычислить наблюдаемое значение критерия (величина случайной ошибки)  

tнабл = rxy 
n-2

1 - r2
xy

 

и по таблице критических точек распределения Стьюдента, по заданному 

уровню значимости α и числу степеней свободы k = n - 2 найти критическую 

точку tкрит двусторонней критической области. Если tнабл < tкрит оснований 

отвергнуть нулевую гипотезу. Если |tнабл| > tкрит — нулевую гипотезу 

отвергают.  

tнабл = 0.758 
14

1 - 0.7582 = 4.343 

По таблице Стьюдента с уровнем значимости α=0.05 и степенями 

свободы k=14 находим tкрит:  

tкрит(n-m-1;α/2) = tкрит(14;0.025) = 2.145 
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где m = 1 - количество объясняющих переменных.  

Если |tнабл| > tкритич, то полученное значение коэффициента корреляции 

признается значимым (нулевая гипотеза, утверждающая равенство нулю 

коэффициента корреляции, отвергается).  

Поскольку |tнабл| > tкрит, то отклоняем гипотезу о равенстве 0 

коэффициента корреляции. Другими словами, коэффициент корреляции 

статистически - значим  

В парной линейной регрессии t2
r = t2

b и тогда проверка гипотез о 

значимости коэффициентов регрессии и корреляции равносильна проверке 

гипотезы о существенности линейного уравнения регрессии.  

Интервальная оценка для коэффициента корреляции (доверительный 

интервал).  

(r - tкрит 
1-r2

n-2
; r + tкрит 

1-r2

n-2
) 

Доверительный интервал для коэффициента корреляции.  

(0.758 - 2.145
1-0.7582

16-2
; 0.758 + 2.145

1-0.7582

16-2
) 

r∈(0.383;1) 

Уравнение регрессии (оценка уравнения регрессии).  

yx  =  rxy·
x - x

S(x)
·S(y)  + y   =  0.758 

x - 2010.5

4.61
 54.797 + 636 = 9.006x -17470.326 

Линейное уравнение регрессии имеет вид y = 9.006 x -17470.326  

Коэффициент регрессии b = 9.006 показывает среднее изменение 

результативного показателя (в единицах измерения у) с повышением или 

понижением величины фактора х на единицу его измерения. В данном 

примере с увеличением на 1 единицу y повышается в среднем на 9.006.  

Коэффициент a = -17470.326 формально показывает прогнозируемый 

уровень у, но только в том случае, если х=0 находится близко с выборочными 

значениями.  

Но если х=0 находится далеко от выборочных значений х, то 
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буквальная интерпретация может привести к неверным результатам, и даже 

если линия регрессии довольно точно описывает значения наблюдаемой 

выборки, нет гарантий, что также будет при экстраполяции влево или вправо.  

Подставив в уравнение регрессии соответствующие значения х, можно 

определить выровненные (предсказанные) значения результативного 

показателя y(x) для каждого наблюдения.  

Связь между у и х определяет знак коэффициента регрессии b (если > 

0 – прямая связь, иначе - обратная). В нашем примере связь прямая.  

Коэффициент эластичности.  

Коэффициенты регрессии (в примере b) нежелательно использовать 

для непосредственной оценки влияния факторов на результативный признак в 

том случае, если существует различие единиц измерения результативного 

показателя у и факторного признака х.  

Для этих целей вычисляются коэффициенты эластичности и бета - 

коэффициенты.  

          Средний коэффициент эластичности E показывает, на сколько 

процентов в среднем по совокупности изменится результат у от своей средней 

величины при изменении фактора x на 1% от своего среднего значения.  

Коэффициент эластичности находится по формуле:  

E = 
∂y

∂x
 
x

y
 = b

x

y
 

E = 9.006
2010.5

636
 = 28.469 

          В нашем примере коэффициент эластичности больше 1. Следовательно, 

при изменении Х на 1%, Y изменится более чем на 1%. Другими словами - Х 

существенно влияет на Y. 

Бета – коэффициент  

Бета – коэффициент показывает, на какую часть величины своего 

среднего квадратичного отклонения изменится в среднем значение 

результативного признака при изменении факторного признака на величину 
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его среднеквадратического отклонения при фиксированном на постоянном 

уровне значении остальных независимых переменных:  

βj = bj

S(x)

S(y)
 = 9.006

4.61

54.797
 = 0.758 

Т.е. увеличение x на величину среднеквадратического отклонения Sx приведет 

к увеличению среднего значения Y на 75.8% среднеквадратичного отклонения 

Sy.  

Ошибка аппроксимации.  

Оценим качество уравнения регрессии с помощью ошибки абсолютной 

аппроксимации. Средняя ошибка аппроксимации - среднее отклонение 

расчетных значений от фактических:  

A  = 
∑|yi - yx| : yi

n
100% 

Ошибка аппроксимации в пределах 5%-7% свидетельствует о хорошем 

подборе уравнения регрессии к исходным данным.  

A  = 
0.801

16
 100% = 5.01% 

В среднем, расчетные значения отклоняются от фактических на 5.01%. 

Поскольку ошибка меньше 7%, то данное уравнение можно использовать в 

качестве регрессии.  

Эмпирическое корреляционное отношение.  

Эмпирическое корреляционное отношение вычисляется для всех форм 

связи и служит для измерение тесноты зависимости. Изменяется в пределах 

[0;1].  

η = 
∑( y  - yx)

2

 ∑(yi - y )2
  

η = 
27576.012

48044
 = 0.758 

где  

∑( y  - yx)
2 = 48044 - 20467.99 = 27576.012 
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Индекс корреляции.  

Для линейной регрессии индекс корреляции равен коэффициенту 

корреляции rxy = 0.758.  

Полученная величина свидетельствует о том, что фактор x 

существенно влияет на y.  

Для любой формы зависимости теснота связи определяется с помощью 

множественного коэффициента корреляции:  

R = 1 - 
∑(yi - yx)

2

 ∑(yi - y )2
  

Данный коэффициент является универсальным, так как отражает 

тесноту связи и точность модели, а также может использоваться при любой 

форме связи переменных. При построении однофакторной корреляционной 

модели коэффициент множественной корреляции равен коэффициенту парной 

корреляции rxy.  

В отличие от линейного коэффициента корреляции он характеризует 

тесноту нелинейной связи и не характеризует ее направление. Изменяется в 

пределах [0;1].  

Теоретическое корреляционное отношение для линейной связи 

равно коэффициенту корреляции rxy.  

Коэффициент детерминации.  

Квадрат (множественного) коэффициента корреляции называется 

коэффициентом детерминации, который показывает долю вариации 

результативного признака, объясненную вариацией факторного признака.  

Чаще всего, давая интерпретацию коэффициента детерминации, его 

выражают в процентах.  

R2= 0.7582 = 0.574 

т.е. в 57.4% случаев изменения х приводят к изменению y. Другими словами - 

точность подбора уравнения регрессии - средняя. Остальные 42.6% изменения 

Y объясняются факторами, не учтенными в модели. 
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Для оценки качества параметров регрессии построим расчетную 

таблицу  

 

x y y(x) (yi-ycp)
2 (y-y(x))2 (xi-xcp)

2 |y - yx|:y 

2003 511 568.456 15625 3301.178 56.25 0.112 

2004 514 577.462 14884 4027.396 42.25 0.123 

2005 565 586.468 5041 460.86 30.25 0.038 

2006 627 595.474 81 993.918 20.25 0.0503 

2007 652 604.479 256 2258.206 12.25 0.0729 

2008 666 613.485 900 2757.794 6.25 0.0789 

2009 656 622.491 400 1122.841 2.25 0.0511 

2010 657 631.497 441 650.4 0.25 0.0388 

2011 649 640.503 169 72.2 0.25 0.0131 

2012 658 649.509 484 72.1 2.25 0.0129 

2013 654 658.515 324 20.383 6.25 0.0069 

2014 676 667.521 1600 71.9 12.25 0.0125 

2015 705 676.526 4761 810.742 20.25 0.0404 

2016 657 685.532 441 814.095 30.25 0.0434 

2017 642 694.538 36 2760.266 42.25 0.0818 

2018 687 703.544 2601 273.708 56.25 0.0241 

32168 10176 10176 48044 20467.988 340 0.801 

 

Оценка параметров уравнения регрессии.  

Анализ точности определения оценок коэффициентов регрессии.  

Несмещенной оценкой дисперсии возмущений является величина:  

S2 = 
∑(yi - yx)

2

n - m - 1
 

S2 = 
20467.988

14
 = 1461.999 

S2 = 1461.999 - необъясненная дисперсия или дисперсия ошибки регрессии 
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(мера разброса зависимой переменной вокруг линии регрессии).  

S  = S2 = 1461.999 = 38.24 

S = 38.24 - стандартная ошибка оценки.  

Стандартная ошибка регрессии рассматривается в качестве меры 

разброса данных наблюдений от смоделированных значений. Чем меньше 

значение стандартной ошибки регрессии, тем качество модели выше.  

Sa - стандартное отклонение случайной величины a.  

Sa = S·
 ∑x2

n S(x)
 

Sa = 38.24·
 64674104

16·4.61
 = 4169.071 

Sb - стандартное отклонение случайной величины b.  

Sb = 
S

n·S(x)
 

Sb = 
 38.24

16·4.61
 = 2.074 

Доверительные интервалы для зависимой переменной.  

Экон омическое пр огн озир ован ие н а осн ове постр оен н ой модели 

пр едполагает, что сохр ан яются р ан ее существовавшие взаимосвязи 

пер емен н ых и н а пер иод упр ежден ия. Для пр огн озир ован ия зависимой 

пер емен н ой р езультативн ого пр изн ака н еобходимо зн ать пр огн озн ые 

зн ачен ия всех входящих в модель фактор ов.  

Пр огн озн ые зн ачен ия фактор ов подставляют в модель и получают 

точечн ые пр огн озн ые оцен ки изучаемого показателя.  

(a + bxp ± ε) 

Р ассчитаем гр ан ицы ин тер вала, в котор ом будет соср едоточен о 95% 

возможн ых зн ачен ий Y пр и н еогр ан ичен н о большом числе н аблюден ий и Xp 

= 2212  

tкрит(n-m-1;α/2) = tкр ит(14;0.025) = 2.145 

y(2212) = 9.006*2212 -17470.326 = 2450.685 

Вычислим ошибку пр огн оза для ур авн ен ия y = bx + a  
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ε = tкрит S 
1

n
 + 

( x -xp)
2

∑(xi - x )2
 

ε = 2.145·38.236 
1

16
 + 

(2010.5 - 2212)2

340
 = 896.5 

или  

ε = tкрит S 
1

n
 + 

( x -xp)
2

n( x2 - x 2)
 

ε = 2.145·38.236 
1

16
 + 

(2010.5 - 2212)2

16(4042131.5-2010.52)
 = 896.5 

2450.685 ± 896.5 

(1554.19;3347.18) 

С вер оятн остью 95% можн о гар ан тир овать, что зн ачен ия Y пр и 

н еогр ан ичен н о большом числе н аблюден ий н е выйдет за пр еделы н айден н ых 

ин тер валов.  

Вычислим ошибку пр огн оза для ур авн ен ия y = bx + a + ε  

ε = tкрит S 1 + 
1

n
 + 

( x -xp)
2

∑(xi - x )2
 

ε = 2.145·38.236 1 + 
1

16
 + 

(2010.5 - 2212)2

340
 = 900.24 

2450.685 ± 900.24 

(1550.44;3350.93) 

Ин дивидуальн ые довер ительн ые ин тер валы для Y пр и дан н ом зн ачен ии 

X.  

(a + bxi ± ε) 

где 

ε = tкрит S 1 + 
1

n
 + 

( x -xi)
2

∑(xi - x )2 
 

ε = 2.145·38.24 1 + 
1

16
 + 

(2010.5 - xi)
2

340
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tкр ит (n-m-1;α/2) = (14;0.025) = 2.145 

 

xi y = -17470.33 + 

9.01xi 

εi ymin = y - εi ymax = y + εi 

2003 568.456 90.884 477.571 659.34 

2004 577.462 89.348 488.114 666.809 

2005 586.468 88.009 498.459 674.477 

2006 595.474 86.878 508.596 682.351 

2007 604.479 85.962 518.517 690.441 

2008 613.485 85.269 528.217 698.754 

2009 622.491 84.803 537.688 707.295 

2010 631.497 84.57 546.927 716.067 

2011 640.503 84.57 555.933 725.073 

2012 649.509 84.803 564.705 734.312 

2013 658.515 85.269 573.246 743.783 

2014 667.521 85.962 581.559 753.483 

2015 676.526 86.878 589.649 763.404 

2016 685.532 88.009 597.523 773.541 

2017 694.538 89.348 605.191 783.886 

2018 703.544 90.884 612.66 794.429 

 

С вер оятн остью 95% можн о гар ан тир овать, что зн ачен ия Y пр и 

н еогр ан ичен н о большом числе н аблюден ий н е выйдет за пр еделы н айден н ых 

ин тер валов.  

 

Пр овер ка гипотез отн осительн о коэффициен тов лин ейн ого ур авн ен ия 

р егр ессии.  

1) t-статистика. Кр итер ий Стьюден та.  

С помощью МН К мы получили лишь оцен ки пар аметр ов ур авн ен ия р егр ессии, 

котор ые хар актер н ы для кон кр етн ого статистического н аблюден ия 
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(кон кр етн ого н абор а зн ачен ий x и y).  

Для оцен ки статистической зн ачимости коэффициен тов р егр ессии и 

кор р еляции р ассчитываются t-кр итер ий Стьюден та и довер ительн ые 

ин тер валы каждого из показателей. Выдвигается гипотеза Н 0 о случайн ой 

пр ир оде показателей, т.е. о н езн ачимом их отличии от н уля.  

Чтобы пр овер ить, зн ачимы ли пар аметр ы, т.е. зн ачимо ли он и 

отличаются от н уля для ген ер альн ой совокупн ости используют 

статистические методы пр овер ки гипотез.  

В качестве осн овн ой (н улевой) гипотезы выдвигают гипотезу о 

н езн ачимом отличии от н уля  пар аметр а или статистической хар актер истики в 

ген ер альн ой совокупн ости. Н ар яду с осн овн ой (пр овер яемой) гипотезой 

выдвигают альтер н ативн ую (кон кур ир ующую) гипотезу о н ер авен стве н улю 

пар аметр а или статистической хар актер истики в ген ер альн ой совокупн ости.  

Пр овер им гипотезу H0 о р авен стве отдельн ых коэффициен тов р егр ессии н улю 

(пр и альтер н ативе H1 н е р авн о) н а ур овн е зн ачимости α=0.05.  

H0: b = 0, то есть между пер емен н ыми x и y отсутствует лин ейн ая взаимосвязь 

в ген ер альн ой совокупн ости;  

H1: b ≠ 0, то есть между пер емен н ыми x и y есть лин ейн ая взаимосвязь в 

ген ер альн ой совокупн ости.  

В случае если осн овн ая гипотеза окажется н евер н ой, мы пр ин имаем 

альтер н ативн ую. Для пр овер ки этой гипотезы используется t-кр итер ий 

Стьюден та.  

Н айден н ое по дан н ым н аблюден ий значение  t-кр итер ия (его еще 

н азывают н аблюдаемым или фактическим) ср авн ивается с табличн ым 

(кр итическим) зн ачен ием, опр еделяемым по таблицам р аспр еделен ия 

Стьюден та (котор ые обычн о пр иводятся в кон це учебн иков и пр актикумов по 

статистике или экон ометр ике).  

Табличн ое зн ачен ие опр еделяется в зависимости от ур овн я зн ачимости 

(α) и числа степен ей свободы, котор ое в случае лин ейн ой пар н ой р егр ессии 

р авн о (n-2), n-число н аблюден ий.  
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Если фактическое значение  t-кр итер ия больше табличн ого (по 

модулю), то осн овн ую гипотезу отвер гают и считают, что с вер оятн остью (1-

α) пар аметр  или статистическая хар актер истика в ген ер альн ой совокупн ости 

зн ачимо отличается от н уля.  

Если фактическое значение  t-кр итер ия мен ьше табличн ого (по 

модулю), то н ет осн ован ий отвер гать осн овн ую гипотезу, т.е. пар аметр  или 

статистическая хар актер истика в ген ер альн ой совокупн ости н езн ачимо 

отличается от н уля пр и ур овн е зн ачимости α.  

tкрит(n-m-1;α/2) = tкр ит(14;0.025) = 2.145 

tb = 
b

Sb
 

tb = 
9.006

2.074
 = 4.34 

Поскольку 4.34  >  2.145, то статистическая зн ачимость коэффициен та 

р егр ессии b подтвер ждается (отвер гаем гипотезу о р авен стве н улю этого 

коэффициен та).  

ta = 
a

Sa
 

ta = 
-17470.326

4169.071
 = 4.19 

Поскольку 4.19  >  2.145, то статистическая зн ачимость коэффициен та 

р егр ессии a подтвер ждается (отвер гаем гипотезу о р авен стве н улю этого 

коэффициен та).  

Довер ительн ый ин тер вал для коэффициен тов ур авн ен ия р егр ессии.  

Опр еделим довер ительн ые ин тер валы коэффициен тов р егр ессии, 

котор ые с н адежн ость 95% будут следующими:  

(b - tкрит Sb; b + tкр ит Sb) 

(9.01 - 2.145*2.074; 9.01 + 2.145*2.074) 

(4.558;13.454) 

С вер оятн остью 95% можн о утвер ждать, что зн ачен ие дан н ого пар аметр а 

будут лежать в н айден н ом ин тер вале.  
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(a - tкрит Sa; a + tкр ит Sa) 

(-17470.326 - 2.145*4169.071; -17470.326 + 2.145*4169.071)  

(-26412.984;-8527.669)  

С вер оятн остью 95% можн о утвер ждать, что зн ачен ие дан н ого 

пар аметр а будут лежать в н айден н ом ин тер вале.  

2) F-статистика. Кр итер ий Фишер а.  

Коэффициен т детер мин ации R2 используется для пр овер ки 

существен н ости ур авн ен ия лин ейн ой р егр ессии в целом.  

Пр овер ка зн ачимости модели р егр ессии пр оводится с использован ием 

F-кр итер ия Фишер а, р асчетн ое зн ачен ие котор ого н аходится как отн ошен ие 

диспер сии исходн ого р яда н аблюден ий изучаемого показателя и н есмещен н ой 

оцен ки диспер сии остаточн ой последовательн ости для дан н ой модели.  

Если р асчетн ое зн ачен ие с k1=(m) и k2=(n-m-1) степен ями свободы 

больше табличн ого пр и задан н ом ур овн е зн ачимости, то модель считается 

зн ачимой.  

R2  =  1 - 
∑(yi - yx)

2

∑(yi - y )2
 = 1 - 

20467.99

48044
  =  0.574 

где m – число фактор ов в модели.  

Оцен ка статистической зн ачимости пар н ой лин ейн ой р егр ессии 

пр оизводится по следующему алгор итму:  

1. Выдвигается н улевая гипотеза о том, что ур авн ен ие в целом 

статистически н езн ачимо: H0: R
2=0 н а ур овн е зн ачимости α.  

2. Далее опр еделяют фактическое зн ачен ие F-кр итер ия:  

F = 
R2

1 - R2

(n - m -1)

m
 

F = 
0.574

1 - 0.574

(16-1-1)

1
 = 18.862 

или по фор муле:  

F  =  
∑(yx - y )2

∑(yi - yx)
2  

(n - m -1)

m
 = 

27576.0118

20467.99
·
(16-1-1)

1
  =  18.862 
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где  

∑(yx - y )2 = 48044 - 20467.99 = 27576.0118 

где m=1 для пар н ой р егр ессии.  

3. Табличн ое зн ачен ие опр еделяется по таблицам р аспр еделен ия Фишер а 

для задан н ого ур овн я зн ачимости, пр ин имая во вн иман ие, что число степен ей 

свободы для общей суммы квадр атов (большей диспер сии) р авн о 1 и число 

степен ей свободы остаточн ой суммы квадр атов (мен ьшей диспер сии) пр и 

лин ейн ой р егр ессии р авн о n-2.  

Fтабл - это максимальн о возможн ое зн ачен ие кр итер ия под влиян ием 

случайн ых фактор ов пр и дан н ых степен ях свободы и ур овн е зн ачимости α. 

Ур овен ь зн ачимости α - вер оятн ость отвер гн уть пр авильн ую гипотезу пр и 

условии, что он а вер н а. Обычн о α пр ин имается р авн ой 0,05 или 0,01.  

4. Если фактическое зн ачен ие F-кр итер ия мен ьше табличн ого, то говор ят, 

что н ет осн ован ия отклон ять н улевую гипотезу.  

В пр отивн ом случае, н улевая гипотеза отклон яется и с вер оятн остью 

(1-α) пр ин имается альтер н ативн ая гипотеза о статистической зн ачимости 

ур авн ен ия в целом.  

Табличн ое зн ачен ие кр итер ия со степен ями свободы k1=1 и k2=14, Fтабл 

= 4.6  

Поскольку фактическое зн ачен ие F > Fтабл, то коэффициен т 

детер мин ации статистически зн ачим (н айден н ая оцен ка ур авн ен ия р егр ессии 

статистически н адежн а).  

Связь между F-кр итер ием Фишер а и t-статистикой Стьюден та 

выр ажается р авен ством:  

 

t2
r = t2

b = F = 18.862 = 4.34 
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Пр огн озир ован ие до 2025 года 

Годы 

Фактические 

зн ачен ия Годы Пр огн оз 

2003 511 2019 678 

2004 514 2020 676 

2005 565 2021 677 

2006 627 2022 683 

2007 652 2023 687 

2008 666 2024 691 

2009 656 2025 684 

2010 657   
2011 649   
2012 658   
2013 654   
2014 676   
2015 705   
2016 657   
2017 642   
2018 687   
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Выводы 

Изучен а зависимость Y от X. Н а этапе спецификации была выбр ан а 

пар н ая лин ейн ая р егр ессия. Оцен ен ы её пар аметр ы методом н аимен ьших 

квадр атов. Статистическая зн ачимость ур авн ен ия пр овер ен а с помощью 

коэффициен та детер мин ации и кр итер ия Фишер а. Устан овлен о, что в 

исследуемой ситуации 57.4% общей вар иабельн ости Y объясн яется 

измен ен ием X. Устан овлен о также, что пар аметр ы модели статистически 

зн ачимы. Возможн а экон омическая ин тер пр етация пар аметр ов модели - 

увеличен ие X н а 1 ед.изм. пр иводит к увеличен ию Y в ср едн ем н а 9.006 ед.изм. 

Получен н ые оцен ки ур авн ен ия р егр ессии позволяют использовать его для 

пр огн оза.  

 

Квадратичная модель 

Ур авн ен ие р егр ессии имеет вид y = cx2 + bx + a  

Н аходим пар аметр ы ур авн ен ия методом н аимен ьших квадр атов.  

Система ур авн ен ий МН К:  

an + b∑x + c∑x2 = ∑y 

a∑x + b∑x2 + c∑x3 = ∑yx 

a∑x2 + b∑x3 + c∑x4 = ∑yx2 

x y x2 y2 x y x3 x4 x2 y 

2003 511 4012009 261121 1023533 8036054027 16096216216081 2050136599 

2004 514 4016016 264196 1030056 8048096064 16128384512256 2064232224 

2005 565 4020025 319225 1132825 8060150125 16160601000625 2271314125 

2006 627 4024036 393129 1257762 8072216216 16192865729296 2523070572 
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2007 652 4028049 425104 1308564 8084294343 16225178746401 2626287948 

2008 666 4032064 443556 1337328 8096384512 16257540100096 2685354624 

2009 656 4036081 430336 1317904 8108486729 16289949838561 2647669136 

2010 657 4040100 431649 1320570 8120601000 16322408010000 2654345700 

2011 649 4044121 421201 1305139 8132727331 16354914662641 2624634529 

2012 658 4048144 432964 1323896 8144865728 16387469844736 2663678752 

2013 654 4052169 427716 1316502 8157016197 16420073604561 2650118526 

2014 676 4056196 456976 1361464 8169178744 16452725990416 2741988496 

2015 705 4060225 497025 1420575 8181353375 16485427050625 2862458625 

2016 657 4064256 431649 1324512 8193540096 16518176833536 2670216192 

2017 642 4068289 412164 1294914 8205738913 16550975387521 2611841538 

2018 687 4072324 471969 1386366 8217949832 16583822760976 2797686588 

 

Для н аших дан н ых система ур авн ен ий имеет вид  

16a + 32168b + 64674104c = 10176 

32168a + 64674104b + 130028653232c = 20461910 

64674104a + 130028653232b + 261426730288328c = 41145034174 

Получаем c = -1.448, b = 5832.135, a = -5871139.831  

Ур авн ен ие р егр ессии:  

y = -1.448x2+5832.135x-5871139.831 

Эмпир ические коэффициен ты р егр ессии a и b являются лишь оцен ками 

теор етических коэффициен тов βi, а само ур авн ен ие отр ажает лишь общую 

тен ден цию в поведен ии р ассматр иваемых пер емен н ых.  
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Ошибка аппр оксимации.  

Оцен им качество ур авн ен ия р егр ессии с помощью ср едн ей отн осительн ой 

ошибки аппр оксимации.  

A  = 
∑|yx - yi| : yi

n
100% 

Ошибка аппр оксимации в пр еделах 5%-7% свидетельствует о хор ошем 

подбор е ур авн ен ия р егр ессии к исходн ым дан н ым.  

A  = 
0.5118

16
 100% = 3.2% 

Поскольку ошибка мен ьше 7%, то дан н ое ур авн ен ие можн о использовать в 

качестве р егр ессии.  

Для опр еделен ия р азмер ов погр ешн ости или точн ости пр огн оза показателя Y 

р ассчитаем коэффициен т н есоответствия Тейла по фор муле:  

KT=
∑(yi- y )2

∑yi
2  

KT=
8488.649

6519980
=0.0013 

Этот показатель измен яется от 0 до 1. Чем ближе его зн ачен ие к н улю, тем 

лучше р езультаты пр огн озир ован ия.  

Ср едн ие зн ачен ия  

x  = 
∑xi

n
 =  

32168

16
 = 2010.5 

x2  = 
∑xi

2

n
 =  

64674104

16
 = 4042131.5 

y  = 
∑yi

n
 =  

10176

16
 = 636 
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x·y  = 
∑xiyi

n
 =  

20461910

16
 = 1278869.375 

Дисперсия  

D(x) = 
∑x2

i

n
 - x 2 =  

64674104

16
 - 2010.52 = 21.25 

D(x1,2)  =  
∑x1,2

2
i

n
 - x 2 = 

261426730288328

16
 - 4042131.52  =  343579728.25 

D(y) = 
∑y2

i

n
 - y 2 =  

6519980

16
 - 6362 = 3002.75 

Ср едн еквадр атическое отклон ен ие  

σ(x) = D(x) =  21.25 = 4.6098 

σ(y) = D(y) =  3002.75 = 54.7974 

 

Коэффициен т эластичн ости.  

Коэффициен т эластичн ости пр едставляет собой показатель силы связи 

фактор а x с р езультатом у, показывающий, н а сколько пр оцен тов измен ится 

зн ачен ие у пр и измен ен ии зн ачен ия фактор а н а 1%.  

E = 
∂y

∂x
 
x

y
 = (b+2a x )

x

y( x )
 

E = (5832.135+2·-1.448·2010.5)
2010.5

1278869.375
 = 27.155 

Коэффициен т эластичн ости больше 1. Следовательн о, пр и измен ен ии 

x н а 1%, Y измен ится более чем н а 1%. Др угими словами - измен ен ие x 

существен н о влияет н а Y.  

Эмпир ическое кор р еляцион н ое отн ошен ие.  
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Эмпир ическое кор р еляцион н ое отн ошен ие вычисляется для всех фор м 

связи и служит для измер ен ие тесн оты зависимости. Измен яется в пр еделах 

[0;1].  

η  =  
∑( y  - yx)

2

∑(yi - y )2
 = 

39555.351

48044
  =  0.907 

где  

∑( y  - yx)
2 = 48044 - 8488.649 = 39555.351 

В отличие от лин ейн ого коэффициен та кор р еляции он  хар актер изует 

тесн оту н елин ейн ой связи и н е хар актер изует ее н апр авлен ие. Измен яется в 

пр еделах [0;1].  

Связи между пр изн аками могут быть слабыми и сильн ыми (тесн ыми). 

Получен н ая величин а свидетельствует о том, что измен ен ие x существен н о 

влияет н а y.  

Ин декс детер мин ации.  

R2 = 1 - 
∑(yi - yx)

2

∑(yi - y )2
 

R2 = 1 - 
8488.649

48044
 = 0.823 

т.е. в 82.33% случаев x влияет н а измен ен ие y. Др угими словами - точн ость 

подбор а ур авн ен ия р егр ессии - высокая.  

Для оцен ки качества пар аметр ов ур авн ен ия постр оим р асчетн ую 

таблицу 

x y y(x) (yi-ycp)
2 (yi-y(x))2 (yi-y(x)) : yi 

2003 511 517.77 15625 45.828 0.0132 
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2004 514 547.05 14884 1092.302 0.0643 

2005 565 573.434 5041 71.133 0.0149 

2006 627 596.922 81 904.704 0.048 

2007 652 617.513 256 1189.351 0.0529 

2008 666 635.208 900 948.148 0.0462 

2009 656 650.007 400 35.921 0.00914 

2010 657 661.909 441 24.097 0.00747 

2011 649 670.915 169 480.254 0.0338 

2012 658 677.024 484 361.921 0.0289 

2013 654 680.237 324 688.401 0.0401 

2014 676 680.554 1600 20.741 0.00674 

2015 705 677.975 4761 730.37 0.0383 

2016 657 672.499 441 240.211 0.0236 

2017 642 664.126 36 489.581 0.0345 

2018 687 652.858 2601 1165.687 0.0497 

  10176 48044 8488.649 0.512 

 

Стан дар тн ые ошибки коэффициен тов:  

Sa = -7471118496438.2 = NAN 

Sb = 1848313.5097 = 1359.527 

Sc = 0.1143 = 0.338 
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Ин тер вальн ый пр огн оз.  

Опр еделим ср едн еквадр атическую ошибку пр огн озир уемого 

показателя.  

Uy = yn+L ± K 

где  

K = ta·Sy· 1+
1

n
+

3(n+2L-1)2

n(n2-1)
 

L - пер иод упр ежден ия; уn+L - точечн ый пр огн оз по модели н а (n + L)-й момен т 

вр емен и; n - количество н аблюден ий во вр емен н ом р яду; Sy-стан дар тн ая 

ошибка пр огн озир уемого показателя;  Tтабл - табличн ое зн ачен ие кр итер ия По 

таблице Стьюден та н аходим Tтабл  

Tтабл (n-m-1;α/2) = (;) = 2.16  

Точечн ый пр огн оз, t = 2019: y(2019) = -1.448*20192 + 5832.135*2019 -

5871139.831 = 638.69  

K1 = 2.16·25.55 1 + 
1

16
 + 

3(16+2·1-1)2

16(162 - 1)
 = 62.32 

638.69 - 62.32 = 576.37 ; 638.69 + 62.32 = 701.01 

Ин тер вальн ый пр огн оз:  

t = 2019: (576.37;701.01)  

Точечн ый пр огн оз, t = 2020: y(2020) = -1.448*20202 + 5832.135*2020 -

5871139.831 = 621.63  

K2 = 2.16·25.55 1 + 
1

16
 + 

3(16+2·2-1)2

16(162 - 1)
 = 63.6 

621.63 - 63.6 = 558.03 ; 621.63 + 63.6 = 685.23 

Ин тер вальн ый пр огн оз:  
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t = 2020: (558.03;685.23)  

Точечн ый пр огн оз, t = 2021: y(2021) = -1.448*20212 + 5832.135*2021 -

5871139.831 = 601.67  

K3 = 2.16·25.55 1 + 
1

16
 + 

3(16+2·3-1)2

16(162 - 1)
 = 65 

601.67 - 65 = 536.67 ; 601.67 + 65 = 666.67 

Ин тер вальн ый пр огн оз:  

t = 2021: (536.67;666.67)  

Точечн ый пр огн оз, t = 2022: y(2022) = -1.448*20222 + 5832.135*2022 -

5871139.831 = 578.82  

K4 = 2.16·25.55 1 + 
1

16
 + 

3(16+2·4-1)2

16(162 - 1)
 = 66.5 

578.82 - 66.5 = 512.32 ; 578.82 + 66.5 = 645.32 

Ин тер вальн ый пр огн оз:  

t = 2022: (512.32;645.32)  

Точечн ый пр огн оз, t = 2023: y(2023) = -1.448*20232 + 5832.135*2023 -

5871139.831 = 553.07  

K5 = 2.16·25.55 1 + 
1

16
 + 

3(16+2·5-1)2

16(162 - 1)
 = 68.1 

553.07 - 68.1 = 484.97 ; 553.07 + 68.1 = 621.17 

Ин тер вальн ый пр огн оз:  

t = 2023: (484.97;621.17)  

Точечн ый пр огн оз, t = 2024: y(2024) = -1.448*20242 + 5832.135*2024 -

5871139.831 = 524.42  
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K6 = 2.16·25.55 1 + 
1

16
 + 

3(16+2·6-1)2

16(162 - 1)
 = 69.78 

524.42 - 69.78 = 454.64 ; 524.42 + 69.78 = 594.2 

Ин тер вальн ый пр огн оз:  

t = 2024: (454.64;594.2)  

Точечн ый пр огн оз, t = 2025: y(2025) = -1.448*20252 + 5832.135*2025 -

5871139.831 = 492.88  

K7 = 2.16·25.55 1 + 
1

16
 + 

3(16+2·7-1)2

16(162 - 1)
 = 71.56 

492.88 - 71.56 = 421.32 ; 492.88 + 71.56 = 564.44 

Ин тер вальн ый пр огн оз:  

t = 2025: (421.32;564.44)  

Пр овер ка гипотез отн осительн о коэффициен тов лин ейн ого ур авн ен ия 

р егр ессии.  

1) t-статистика. Кр итер ий Стьюден та.  

По таблице Стьюден та н аходим Tтабл  

Tтабл (n-m-1;α/2) = (13;0.025) = 2.16 

Поскольку   <  2.16, то статистическая зн ачимость коэффициен та 

р егр ессии a0 н е подтвер ждается (пр ин имаем гипотезу о р авен стве н улю этого 

коэффициен та).  

ta1 = 
5832.1347

1359.5269
 = 4.2898 

Поскольку 4.2898  >  2.16, то статистическая зн ачимость коэффициен та 

р егр ессии a1 подтвер ждается (отвер гаем гипотезу о р авен стве н улю этого 

коэффициен та).  
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ta2 = 
|-1.4482|

0.3381
 = 4.2832 

Поскольку 4.2832  >  2.16, то статистическая зн ачимость коэффициен та 

р егр ессии a2 подтвер ждается (отвер гаем гипотезу о р авен стве н улю этого 

коэффициен та).  

Довер ительн ый ин тер вал для коэффициен тов ур авн ен ия р егр ессии.  

F-статистика. Кр итер ий Фишер а.  

Коэффициен т детер мин ации.  

R2  =  1 - 
∑(yi - yx)

2

∑(yi - y )2
 = 1 - 

8488.6493

48044
  =  0.8233 

F = 
R2

1 - R2

(n - m - 1)

m
 = 

0.8233

1 - 0.8233

(16-2-1)

2
 = 30.2887 

Н аходим из таблицы Fkp(2;13;0.05) = 3.81  

где m - количество фактор ов в ур авн ен ии р егр ессии (m=2).  

Поскольку F > Fkp, то коэффициен т детер мин ации (и в целом ур авн ен ие 

р егр ессии) статистически зн ачим.  

Прогнозирование до 2025 года 

Годы 

Фактические 

зн ачен ия Годы Прогноз 

2003 511 2019 701 

2004 514 2020 685 

2005 565 2021 666 

2006 627 2022 645 

2007 652 2023 621 

2008 666 2024 594 

2009 656 2025 564 

2010 657   
2011 649   
2012 658   
2013 654   
2014 676   
2015 705   
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   Изучен а зависимость Y от X. Н а этапе спецификации была выбр ан а 

пар н ая пар аболическая р егр ессия. Оцен ен ы её пар аметр ы методом 

н аимен ьших квадр атов. Статистическая зн ачимость ур авн ен ия пр овер ен а с 

помощью коэффициен та детер мин ации и кр итер ия Фишер а. Устан овлен о, что 

в исследуемой ситуации 82.33% общей вар иабельн ости Y объясн яется 

измен ен ием X. Устан овлен о также, что пар аметр ы модели статистически н е 

зн ачимы. Получен н ые оцен ки ур авн ен ия р егр ессии позволяют использовать 

его для пр огн оза.  

 

 

 

 

2016 657   
2017 642   
2018 687   
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Вывод 

Р егр ессия Е R2 A̅ 

Лин ейн ая 28,469 0,574 5,01% 

Квадратичная 27,15 0,823 3,2% 

 

           По пр едставлен н ым р езультатом таблицы н аилучшими 

хар актер истиками в дан н ой задаче обладает квадр атичн ая модель р егр ессии, 

так как коэффициен т детер мин ации имеет н аибольшее зн ачен ие, а ср едн яя 

ошибка аппр оксимации и коэффициен т эластичн ости пр ин имают н аимен ьшее 

из пер ечислен н ых моделей р егр ессии. 
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Заключение 

В работа была рассмотрена одна из актуальнейших задач анализа 

данных – задача прогнозирования, одним из основных методом решения 

которой является регрессионный анализ. Поставленная в данном 

исследовании цель - с помощью регрессионного анализа построить модели 

пригодные для прогнозирования пассажирооборота Республики Тыва– была 

достигнута в полном объеме путем решения следующих задачи: 

 1. Изучение теории регрессионного анализа.  

2. Обработка статистических данных для последующего анализа.  

3. Обучение регрессионных моделей.  

4. Оценка адекватности моделей.  

После выполн ен ия дан н ой р аботы мы н а пр актике можем пр имен ять 

н авыки, получен н ые в ходе выполн ен ия р аботы. Зн аем осн овн ые методы 

постр оен ия моделей лин ейн ой и мн ожествен н ой р егр ессии, осн овн ые 

пр изн аки н еудовлетвор ительн ого качества экон омических моделей, осн овн ые 

пр иемы повышен ия качества экон омических моделей, методы 

пр огн озир ован ия зн ачен ий моделир уемой величин ы. Р азвили умен ие 

пр имен ять н а пр актике математический аппар ат р егр ессион н ого ан ализа для 

оцен ки пар аметр ов фин ан сово-экон омических моделей, пр овер ять качество 

экон ометр ических моделей и ан ализир овать их с помощью аппар ата 

статистической пр овер ки гипотез; опр еделять ошибки спецификации моделей 

и возможн ости для повышен ия качества моделей, устр ан ять пр ичин ы, 

пр иводящие к н изкому качеству моделей, использовать постр оен н ые 

экон ометр ические модели фин ан сово-экон омических объектов для 

пр огн озир ован ия экон омической ситуации и выр аботки р екомен даций. 

С помощью анализа значений различных функционалов ошибок для 

каждой из построенных моделей, сделан вывод о том, что квадратичная 

модель выдает наиболее точный прогноз на исследованном наборе данных. 

Результаты данного исследования могут быть использованы для предсказания 

пассажирооборота Республики Тыва. 
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