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ВВЕДЕНИЕ 

 

Система математического образования должна быть направлена на использование 

математических знаний при изучении циклов специальных дисциплин. Поставленная задача 

вызывает необходимость повышения уровня математической подготовки студентов на основе более 

углубленного курса математики с учетом их профессиональной ориентации. 

Настоящее пособие предназначено для оказания студентам помощи в овладении навыками 

решения дифференциальных уравнений первого и высших порядков, систем дифференциальных 

уравнений. Необходимые теоретические знания для решения задач в данном пособии студент может 

найти в учебно-методическом пособии [1, 2, 5] или в другой указанной литературе. Пособие 

переработано и дополнено темой «Системы дифференциальных уравнений» из уже изданного 

пособия [4]. 

Пособие состоит из: введения, трех тем и упражнений к ним, вариантов индивидуальной 

работы и образца выполнения индивидуальной работы. В первом разделе помещены примеры 

дифференциальных уравнений первого порядка, во втором разделе рассматриваются 

дифференциальные уравнения второго порядка, в третьем разделе рассматриваются системы 

дифференциальных уравнений. Индивидуальная работа состоит из нескольких вариантов и является 

обязательным условием для успешной сдачи семестрового экзамена. 

Пособие предназначено для студентов физико-математического факультета. Оно также может 

быть полезным для студентов инженерно-технического факультета. 

Авторы признательны рецензентам за плодотворное обсуждение и ценные замечания. 
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ТЕМА 1: ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ  I ПОРЯДКА 

 

 Теоретические вопросы:  

 Понятие дифференциального уравнения. Общее решение дифференциального уравнения, 

частное решение. Уравнение с разделяющимися переменными, однородные уравнения, уравнения 

при-водимые к однородным. Линейные уравнения  порядка. Уравнения Бернулли. Уравнения в 

полных дифференциалах. 

 

Задача 1: 

Докажите, что функция 3 сху является общим решением дифференциального уравнения

3 уху  на полуплоскости 0х  плоскости ХОУ. Найдите частное решение, проходящее через 

точку М(2;-5). 

Решение: Действительно, для всякой константы с, функция одной переменной 3 сху  является 

решением уравнения, т.к. обращает это уравнение в тождество: 3)3()3(  сххсх  схсх  . 

Подберем частное решение вида 3 сху  так, чтобы оно прошло через точку М(2;-5) из тех 

соображений, что координаты точки удовлетворяют уравнению:  

Если точка принадлежит частному решению, то её координаты должны удовлетворять уравнению: 

325  с  1с . 

Итак, 3 ху  искомое частное решение. 

 

Задача 2: 

Найдите общее решение дифференциального уравнения 

03  ухеуу . 

Решение: Данное уравнение является уравнением с разделяющимися переменными: 
ухеуу 3  yxe

dx

dy
у 3 xdx

e

ydy
y


3     xdx

e

ydy
y

3   

 
 xdxdyye y3 = 1

2

2
c

x
xdx    

dydu

ev

dyedv

yu

dyye
y

y

y
















3    )(3 dyeye yy  
  dyeye yy3  

233 сeye yy  
 21

2

33
2

ceyec
x yy     

21

2

)33(
2

ccye
x y    ceyx y  )1(62

 0)1(6 2   cxey y
. 

 

Задача 3: 

Найдите частное решение дифференциального уравнения 

04754 22  dyxydxyx , проходящее через точку М(-3;2). 

Решение: Это уравнение с разделяющимися переменными 

dyxydxyx 22 4754  
22 5

7

4

4

y

ydy

x

xdx








  





,
5

7
4

4
22 y

ydy

x

xdx

 



6 

   









1

2

1

2

1

2

1
2

2
44

2

1
222

1

4

2

1

,4

4
4 cxc

t
dtt

t

dt

dtxdx

tx

x

xdx

  







 2

2

2

2

12

2
57

2

12

72

1

7

2

1

,5

5
7 cyc

t

t

dt

dtydy

ty

y

ydy
 


2

2

1

2 5744 cycx   cyx  22 5744
    

- это общий интеграл. 

Для частного интеграла нужно найти  константу с: 

  c 22
257344

   
      13421c . 

Таким образом, частный интеграл дифференциального уравнения:  

134215744 22  yx . 

 

Задача 4: 

Решите дифференциальное уравнение: 

а)   32
4

2

2


x

y

x

y
y . 

Решение: 

Функция    f(х,у)= 32
4

2

2


x

y

x

y
 является однородной, так как: 

f( х,  у)=  3
24

3
2

)(

)(4
2

2

2

2

x

y

x

y

x

y

x

y








f(х,у). 

Т.о. дифференциальное уравнение однородное, используем подстановку xty   

txty   3
24

2

22


x

tx

x

xt
txt     324 2  tttxt  

   34 2  ttxt     34 2  ttx
dx

dt    
x

dx

tt

dt


 34 2
    

 x

dx

tt

dt

34 2
 

   


















dt

tttt

dt

tt

dt

1

1

7

1

34

1

7

4

)1)(34(34 2

 

11
1

34
ln

7

1
1ln

7

1
34ln

4

1

7

4
c

t

t
ctt 




  

  2ln cx
x

dx  21 ln
1

34
ln

7

1
cxc

t

t





 cx

t

t
lnln

1

34
ln 7 




 

7

1

34
cx

t

t





 7

1

34

cx

x

y
x

y







 734
cx

xy

xy





. 

б)   


















x

y
yx

x

y
xy coscos . 

Решение:   Выразим  y : 
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



















x

y
x

x
x

y
y

y

cos

cos

, где 





















x

y
x

x
x

y
y

yxf

cos

cos

),( . 

Проверим, является ли эта функция однородной: 

),(

cos

cos

cos

cos

),( yxf

x

y
x

x
x

y
y

x

y
x

x
x

y
y

yxf 
















































 , 

т.к. выполняется условие ),(),( yxfyxf  , то это однородная функция, используем подстановку   

txy  txty    

tx

ttx

x

tx
x

x
x

tx
tx

txt
cos

)1cos(

cos

cos






















 
t

ttxt
cos

1
 

t
xt

cos

1
 

t
x

dx

dt

cos

1
 

x

dx
dtt  cos   

x

dx
dttcos  21 lnsin cxct   c

x

y
x  sinln . 

 

в)   
42

523






yx

yx
y . 

Решение: 

42

523
),(






yx

yx
yxf . 

),(
4

2

5
23

42

523
),( yxf

yx

yx

yx

yx
yxf 

















  

-это не однородная функция. Сделаем подстановку 

., 21 kvykux   Найдем  
21, kk  такие, чтобы выполнялись равенства: 









042

0523

21

21

kk

kk










42

523

21

21

kk

kk
, 

 

1
12

23
 ,     13

14

25
1 


 ,      22

42

53
2 


 , 131 k 222 k . 

Сделаем замену:  








22

13

vy

ux










dvdy

dudx
 

Таким образом: 
42

523






yx

yx

dx

dy


422262

5442393






vu

vu

du

dv 
vu

vu

du

dv






2

23
. 

vu

vu
vug






2

23
),(  - однородная функция от u и v, т.к. ),(),( vugvug  . Сделаем замену tuv  

t

t

utu

utu
tu

du

dt











2

23

2

23   
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t

t

t

ttt
t

t

t
u

du

dt
















2

3

2

223

2

23 22

 dt
t

t

u

du
23

2




    


 dt

t

t

u

du
23

2
;            

  1ln cu
u

du
; 

  2

2

22
22

3ln
2

1

3

3
ln

3

1

33
2

3

2
сt

t

t
dt

t

t

t

dt
dt

t

t
















    

23ln
2

3

3

3
lnlnln3 t

t

t
cu 




  2

3

23 3ln
3

3
lnlnln t

t

t
cu 




  


2

3

2

3

)3(

1

3

3

t
t

t
cu







 

322

3

2

3

2

2

3

)3(3

3

3

1

3

3

vu

u

uv

uv

u

v
u

v

u

v

cu








































  


  322 )22()13(3

1

313322

313322









yxxy

xy
c  - общее решение. 

 

г)
1

722






yx

yx
y  

Решение: 

1

722
),(






yx

yx
yxf   не является однородной.  









01

0722

yx

yx










1

722

yx

yx
 

0
11

22
 09

11

27
1 


   решений эта система уравнений не имеет. Сделаем 

подстановку, которая приведет к уравнению с разделяющимися переменными: 

zyx  1  1 xzy  1 zy  


z

z

z

xzx
z

9272222
1





 

z

z

z

z
z

93
1

92 



   

z

z

dx

dz )3(3 
  dx

z

zdz
3

3




   
dx

z

zdz
3

3
 

  












13ln3

3

3
1

3
czzdz

zz

zdz
 

233 cxdx   12 3ln33 czzcx   

 12 31ln313 cyxyxcx   cyxyx  22ln3  

- общий интеграл. 

 

Задача 5: 

Решите уравнение:  

а) xx
x

xy
y 3arccos2

1 2



 . 

Решение: Это линейное уравнение вида )()( xbyxay  . 

Применим метод Бернулли, используем подстановку: 
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uvy   uvvuy   

 xx
x

xuv
vuvu 3arccos2

1 2



  xx

x

xv
vuvu 3arccos2

1 2











  


 

 


















xxvu

x

xv
v

3arccos2

0
1 2  

Найдем одно из решений уравнения   : 

0
1 2





x

xv
v 

21 x

xv
v


 

22 11 x

xdx

v

dv

x

xv

dx

dv





  

   


21 x

xdx

v

dv
 

  1ln cv
v

dv
 

 
  







 2

2

2

2

2
1ln

2

1

1

1

2

1

1
cx

x

xd

x

xdx


2

2

1 1ln
2

1
ln cxcv   

cxv  21lnln ; 

Так как нас интересует одно из решений, то возьмем с=0   

21lnln xv   21 xv   

Найденную функцию v подставим в уравнение (II): 

xxxu 3arccos21 2     xxx
dx

du
3arccos21 2   

 dx
x

xx
du

21

3arccos2




    


















 dx

x

x

x

x
du

22 1

3

1

arccos2
. 

























   2222 1

3
1

arccos
2

1

3

1

arccos2

x

xdx

x

xdx
dx

x

x

x

x
 







2

2

1

)1(

2

3
)(arccosarccos2

x

xd
xxd = 1

22 arccos13 cxx  . 

  2cudu 
1

22

2 arccos13 cxxcu   cxxu  22 arccos13  

   222 1arccos13 xcxxy   2222 1arccos1)1(3 xcxxxy  . 

 

б) arctgx
x

y

x

xy
y 3

2

2

2 11

4





 . 

Решение: 3

2

3

1

2

2

)1(
1

4
y

x

arctgx
y

x

x
y






  

Это уравнение Бернулли вида: 
nyxbyxay )()(  . 

Применим метод Бернулли:   uvy   , vuvuy   

 
3

2

3

2

3

1
2

2

1
1

4
vu

x

arctgx

x

xuv
vuvu 






  



 
3

2

3

2

3

1
2

2

1
1

4
vu

x

arctgx

x

xv
vuvu 













  
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

 

 

 























3

2

3

2

3

1
2

2

1

0
1

4

vu

x

arctgx
vu

x

vx
v

 

Найдем одно из решений  
21

4

x

xv

dx

dv


 

21

4

x

xdx

v

dv


    


21

4
x

xdx

v

dv
 

 cxv  21ln2ln . 

 Одно из решений (при с=0)  221lnln xv    221 xv  .  

Найденную функцию подставим в уравнение   : 

 
3

2

3

2

3

1
21

vu

x

arctgx
v

dx

du



 

   3
1

23

1

3

1
2

3

2

3

2

11 xv

dxarctgx

xv

dxvarctgx

u

du









  

   
2

3

1
2

3

2
2

3

2

1
11

x

arctgxdx

xx

arctgxdx
duu










  

  




2

3

2

1 x

arctgxdx
duu 

1

23

1

2

3

1
c

xarctgu
  

 cxarctgu  23

1

6

1


3

2

6

1








 cxarctgu  

  22

3

2 1
6

1
xcxarctgy 








  - общее решение. 

 

в)   dxydyxy 243  . 

Решение: Запишем уравнение в виде 
dx

dy
y  . 

43

2




xy

y

dx

dy
 - это уравнение не является линейным. 

Выразим  
2

43

y

xy

dy

dx 
 

2

43

y
x

ydy

dx
 - это уравнение линейное относительно х. 

uvx   yyy vuvux  . 

24
3  yuv
y

vuvu     
24

3 







 yv

y
vuvu . 

















24

0
3

yv
dy

du

v
ydy

dv

. 

Найдем решение первого уравнения системы v
ydy

dv 3
 =0 

y

dy

v

dv
3   

y

dy

v

dv
3  

 cyv  ln3ln . 
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Одно из решений yv ln3ln  v=y
3 

Найденную функцию v подставим во второе уравнение: 
23 4  yy

dy

du
 dyydu 54  


 dyydu 54  1

4

4
4 c

y
u 







41

1

y
cu  

y
cyy

y
cx

11 33

4









 . 

Задача 6: 

а). Решите задачу Коши: 

    024 332  dyxyxdxyyx  при  4)1( y . 

Решение:  Уравнение имеет вид: 0),(),(  dyyxQdxyxP . 

Проверим, будет ли оно уравнением в полных дифференциалах:  

  1
2

3
44 2

1

232 


 yxyyxP yy ,   1322 23 


 yxxyxQ xx
. 

xy QP  . 

Таким образом, это уравнение в полных дифференциалах. 

Найдем функцию  

x

x

y

y

dyyxQdxyxPyxU

0 0

),(),(),( 0
. 

       dyxyxdxyyxyxU

x

x

y

y0 0

0

3

0

32 24),(  

1

33

00
2

3

0

3

0

33

000
2

3

0

3

0

33

00

33

0

33

0

2

3

3

0

33

0

3

0

23

3

4

3

4

3

4

3

4

3

4

3

4

3

4

2

3
2

3

1
424

0

0

0

00000

cxyyxyxyxxyyx

yxyxyxyxyxxyyxyx

yx
y

xyxxydyxdyyxdxydxxy
y

y

y

y

x

x

x

x

y

y

y

y

x

x

x

x



















 

 

Таким образом, 
21

33

3

4
),( ccxyyxyxU  .  

Решением является  cxyyx 33

3

4
. 

Вместо  00 , yx , можно взять конкретную точку из области определения функции ),( yxP  и ),( yxQ  

В данном случае можно взять точку О(0,0) 


   









00
3

4
0

3
404

0024),(

33

0

0

3
3

000

23

0

3

0

32

xyyxyx
x

ydydxydxxy

dyydxyyxyxU

x

xyxx

yx

 

  xyyxyxU  33

3

4
,  cyxU ),(  является решением cxyyx 33

3

4
 -общий интеграл. 

Найдем частное решение:  

c 4)1(4)1(
3

4 33 
3

56
c  

Решением задачи Коши является функция: 
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3

56

3

4 33  xyyx  05634 33  xyyx . 

б).  Решить уравнение :  

03)2ln( 2234  dyyxdxxyxx  

26xyPy            
26xyQx  . 

Подберем множитель   по формуле   
Q

QP xy

x


)(ln   

xyx

xy

yx

xyxy
x

4

3

12

3

66
)(ln

22

2

22

22 






  

4lnln4
4

ln   xxdx
x

            
4

1

x
         

До множим исходное уравнение на    

 

03
1

)2ln(
1 22

4

34

4
 dyyx

x
dxxyxx

x
 

0
3

)
2

(ln
2

2

3

3

 dy
x

y
dx

x

y
x  

       
3

2

2

2 6
)

3
(

x

y

x

y
Qx


  

полученное уравнение стало уравнением в полных дифференциалах.  

  









x y

dyydx
x

y
xyxF

1 0

2

3

3

3
2

ln);(  

1ln1ln

01
2

2
ln

2

3
33

2

3
3

2

3


x

y
xxxyy

x

y
xxx

у

y

х

x

y
xxx  

3

3

3

3 2
ln

2
11ln

x

y
x

x

y
xFx   

2

23

x

y
Fy   

В качестве точки );( 00 yx  возьмем например точку (1;0).  

Таким образом общее решение  С
x

y
хxх  1ln

2

3

. 

 

в)  Решить уравнение  0)37()32( 232  dyxydxyxy  

294 yxyPy             
23yQx   

Подберем  множитель   по формуле 

  .
2

)23(

)23(2

)32(

46

32

943
ln

22

2

32

22

yxyy

xyy

yxy

xyy

yxy

yxyy

P

PQ yx
y 




















  

y
y

2
)(ln   

ydy
y

ln2
2

ln    

2

1

y
  

3

2

3

3 6
)

2
(

x

y

x

y
Py 
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    037
1

32
1 2

2

32

2
 dyxy

y
dxyxy

y
       03

7
32

2









 dyx

y
dxyxy  

3yP        3xQ  

Возьмем 0x ,   7
7

3
7

30
7

32),( 22

0 1

2









   y

xyx
y

xyxdy
y

dxyxyxF

x y

. 

Ответ: 0
7

32 
y

xyx . 

 

Задача 7: 

Проинтегрируйте дифференциальное уравнение: 

а) y
y

x











arccos . 

Решение: y
y

x











arccos 

y

x
y


cos  yyx  cos . 

Данное уравнение можно решить в параметрическом виде: 

ty   ttx cos  tdtttdtdx sincos   

ty   tdxdy    dtttttdy sincos   

 

  





















 

ttdtv

dutdt

dvtdt

ut

tdtttdttdttttt

cydy

dtttttdy

cossin

2

sin
sincossincos

sincos

2

22

1

2

 

=    tdtttttdtt 2coscoscos 2
 

=   tdtttttdtttttdtt coscoscos2coscos 22
 

 

2

22

2

cossincossinsincos

sinsincos
,sincos

cos,

cttttttdttttt

tdttttt
dtduttdtv

tdtdvtu












  

Таким образом, 2

2

1 cossincos ctttttcy   

 cttttty  cossincos2
. 









cttttty

ttx

cossincos

cos

2
  параметрическое решение уравнения. 

 

б)
2lnln yyy  . 

Решение: Выразим  у:  
2lnln yyy ee


 
2ln

ln

y

y
y

e

e
e




   

2y

y
e y




 
yeyy
 2
. 

Это уравнение можно решить в параметрическом виде: 
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ty  
tety 2   dtettedy tt 22  ty    

 dt
t

ette

t

dy
dx

tt 22 
  dtteedx tt  2     dtteedx tt2  

1cxdx    22 122 cteceteedttedte tttttt   . 

Таким образом,   21 1 ctecx t     ctex t  1  

 











t

t

ety

ctex

2

1
параметрическое решение уравнения. 

 

в)  .22 yyxy   

 Решение:  Пусть py   

22 pxpy            )1(2  xpy    .)1(
2p

y
x   

pdppxdpdxpdy 222   

сделаем замену pdxdy   

pdppxdpdxppdx 222     /:  p  

dppxdpdxpdx 222   

dpxdxp )22()1(   

  


 p

dp

x

dx

112

1
 

Cpx ln)1ln()1ln(
2

1
  

p

C
x




1
1  

2)1(
1

p

C
x


 . Так как 

2
1

p

y
x  , то 

22 )1( y

C

p

y


  

2

2

)1( p

Cp
y


  

Ответ: 





















2

2

2

)1(

1
)1(

p

Cp
y

p

C
x

  - параметрическое  решение 

 

г). yCosySinyx   

Решение:  Пусть py       CosppSinpx   

pCospdpdpSinppCospSinpdx  )(  

 pCospdppdypdxdy  

 




Cospdpd

pu
Cospdppy



2
2

 
Cosp

dpdu







2
= 

=  




Sinpdpd

pu
pSinpdpSinpp



2
22

Cosp

dpdu







2
=    CospdppCospSinpp 222

 

CpCospSinppSinppCospSinpp  2)2(22 22
 

t
dx

dy

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Ответ: 









CpCospSinppy

CosppSinpx

2)2( 2
. 

 

д). )1( 


yey y
 

Решение:  py   
p

dy
dxp

dx

dy
  

)1(  pey p
 

dpepedy pp ))1((   

  Cedpex pp
       dpe

p

pdpe

p

dy
dx p

p

 . 

Ответ: 










)1( pey

Cex

p

p

. 

 

 

Упражнения: 

 

Решите дифференциальные уравнения с разделяющимися переменными: 
 

1. dxxyydyxydyxdx 22 2334  . 

2. ydyxydydхy 224  . 

3. 023 22  dyxydxyx  . 

4.   05 22  dxyedye xx
. 

5. 01
1

1
2

2







y

x
yy . 

6. 0ln  yxyy . 

7.   01  xyyxyx . 

8. xey y 4sin . 

9. 01 2  dyxxydx . 

10. 0
cos

1

cos

1
22

 tgxdy
y

tgydx
x

. 

11. 0coscossinsin  ydyxydxx . 

12. 0cosln  xtgydyydx . 

13. 0
11 22





 x

ydx

y

xdy
. 

14.    yxyxy  sinsin . 

15. yxyy sec2  

16.     0 dyyxydxxxy . 

17. y
x

y

xx

y











1

23

134

4

2

2

. 

18. ).sin( yxy   



16 

19. 0cos)1(sin 23  yyeye xx
 

 

 

Найдите частные решения уравнений, удовлетворяющие указанным начальным условиям: 
 

20. xyy ln2 , 1)( ey . 

21.   dxedyye xx  221  , 0)0( y . 

22. y
y

y
ln


 , 1)2( y . 

23. 
yxy  2  , 5)3( y . 

24. 0
 ye

x

yy
 , 0)1( y . 

25.   0sec13 2  ydyetgydxe xx
 , 

4
)0(


y . 

26.    yxyxy 2cos2cos   , 
4

)0(


y . 

27. 01ln 3  xyyy  , ey 









16

15
. 

28. 0
sin1

2cos1





y

y

x
 , 0)

4
( 


y . 

29. yyxy lnsin   , 1)
2

( 


y . 

30. xdxyxdyy sincoscossin   ,  
4

0


y . 

31. 0secsec 22  ytgxdyxtgydx  , 
4

)
4

(


y . 

32. .
2

1

4
,)12( 











yctgxyy  

33. .1)(,
ln

 ey
x

y
yx  

34.   xx eyye 1  , 1)0( y  

 

 

Решите однородные дифференциальные уравнения и уравнения приводимые к ним: 
 

1. yyxyx  22
. 

2. 
22

23

22

43

yx

yxy
yx




 . 

3. 
222 843 yxyxxy  . 

4. 
222 362 xxyyyx  . 

5. 
yx

yx
y




 . 

6. 24
2

2


x

y

x

y
y . 
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7. 
x

y

x

xy
y

105
4

2

22




 . 

8.  dxyxdyx 2222  . 

9.   022  xydydxyx . 

10. xyyy  2 . 

11. x
x

y
y

x

y
yx  coscos . 

12.  dxyxyxdy 22  . 

13. 


















x

y
yx

x

y
yx sinsin . 

14.  yxyxyxy  22 2 . 

15. 


















x

y
yx

x

y
yx lnln . 

16. 
22 2xyyxy  . 

17. 
x

y

x

y
y cos . 

18.   022  xydydxyx . 

19. 











x

y
arctg

x
yyx . 

20.   xyyyx  2 . 

22. 0
3

sin3
3

sin3 





























dy

y

x
xydx

y

x
y . 

23. 
xyy

dy

yxyx

dx




 222 2
. 

24.   022  xdydxyxy . 

25.     022 2222  dyxxyydxyxyx . 

26. yxyyxy  22
. 

27. 
22

2

yx

xy
y


 . 

28.
33

123






x

xy
y

 

29. 
945

66






yx

y
y

 

30.
78

76






yx

yx
y  

 

Найдите частные решения уравнений, удовлетворяющие указанным начальным условиям: 
 

32.  
x

y
ey x

y

  ,   01 y . 
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33. 









x

y
xtgyyx  , 

2
)1(


y . 

34. 

2

4 









x

y

x

y
y  , 2)1( y . 

35.     046 224224  dyyxxydxyyxx  , 0)1( y . 

36. .0)1(,  yyxeyx x
y

 

37. .1)1(,
2

2
22

22





 y

xxyy

xxyy
y  

 

Решите уравнения в полных дифференциалах: 
 

1.   013 32  dyexdxex yy
. 

2. 0
2

cos
22

cos
2

3
2

2 







 dy

y

x

y

x
dx

y

x

y
x . 

3. 0
1

212
2


















 dy

x
ydx

x

y
x . 

4.   02
cos 2

2 







 dytgxxydx

x

y
y . 

5.     032323 232  dyyxxdxyyx . 

6.      0cos2cos22sin  dyyxdxyxx . 

7. 0
111

22222




































dy

y

x

уyx

y
dx

yxyx

x
. 

8. 0
231

34

2

2









 dy

x

y
dx

x

y

x
. 

9. 0
2222














 yx

xdу
dxe

yx

y x . 

10.     0sincossin  dyyyxdxyx . 

11.     0cossin  dyyexdxyey xx
. 

12.   0cos
2

1
sin 2 








 dyyxxdxyxy . 

13.       0sincos1cos1sin  dyxyxdxxyy . 

14.   01
2

ln
2









 dyx

y

x
dxyyx . 

15. 
.
 

16.   0 dyeydxye xx
. 

17.     0cossin  dyyyedxxye xx
. 

18.     012arcsin 2  dyarctgyxdxxyx . 

19.     0cossin3 32  dyyxdxxyx . 

20.     0seccos 22  dyyxctgxdxxecytgy . 

    0cos1sin2  dyyxdxyx
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21. 0
2222























dy

yx

x
xedxy

yx

y y . 

22. 0
1

coscos
1

sinsin 
















 dy

y
xyxdx

x
xyy . 

23.      0cos2sincos 22  dyyxydxxyx . 

24.   022 22

 dyytgyexdxxe yy
. 

25. 
   

0
22






yx

dyyxdxyx
. 

26. 0
22







yx

ydxxdy
ydyxdx . 

 

Найдите частные решения уравнений, удовлетворяющие указанным начальным условиям:  
 

27.     0222  dyexxydxyyx y
 ,   00 y . 

28.   0ln2
22









 dy

y

x
edxyxye xx

 ,   10 y . 

29.   05cos25sin5ln 2 







 dyxy

y

x
dxxyy ,   ey 0 . 

30.     043 32   dyyedxxe yxyx
 ,   00 y . 

31. .0)0(,0)32()363( 23223  ydyyxxdxxyxx y
 

32. .1)0(,0)( 222  ydyyxydxxy  

33. .1)1(,0)2(3)23(2 2232  ydyyyxdxxxy  

34. .0)0(,0
11

22






y

dyxy

xy
dx

yx

xy
 

 

Решите линейные уравнения: 
 

1. 
22 xyxy  . 

2. 3 yyx . 

3. x
x

y
y 

3
. 

4. xxyctgxy sin2 . 

5.  1
1




 xe
x

y
y x . 

6. xxyy 2sin
2

1
cos  . 

7. 1
1

2
 y

x
y . 

8. xxxyeye xx sin2
22

 . 

9. 
2

2 xxexyy  . 

10. xyxy sin1cos  . 

11.   arctgxyyx  21 . 
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12. 
2

lncos
sin

2 x
tg

x

y
y  . 

13.   arctgxyyx  21 . 

14.   062 2  dyxyydx . 

15.    222 121 xxyyx  . 

16.   03  xdydxyx . 

17.   21 yexxyy x . 

18. xyyxy ln2 2 . 

19.   xxyyyx ln2ln2   , 1)1( y . 

20.   xexyxy 433 144   , 1)0( y . 

21. 
 

y

xx
xyy

sin1cos
cos2


 . 

22.   32 3532 yxyyx   . 

23. xyyyx ln2  . 

24. xx
xx

y
y ln

ln
  . 

 

Найдите частные решения уравнений, удовлетворяющие указанным начальным условиям:  
 

25. x
x

y
y sin  , 




1
)( y . 

26. 
2

2

2 1

2

1

2

x

x

x

xy
y





  , 

3

2
)0( y . 

27. 
3

12

xx

y
y   , 4)1( y . 

28. 
x

ytgxy
cos

1
  , 1)0( y . 

29. x
x

xy 



1

4
 , 1)0( y . 

30. xyxy arcsin1 2   , 0)0( y . 

31. 
344 xxyy   , 

2

1
)0( y . 

32.  21
1

2



 xe

x

y
y x  , 1)0( y . 

33. xxexyy x sin2
2  , 1)0( y . 

34.   212 2

x

x

xy
y 


  , 

3

2
)0( y . 

35. 
322 xxyy   , 

e
y

1
)1(  . 

36. 
x

x

x

y
y

ln
  , 1)1( y . 

37. 1
21
2




 y
x

x
y  , 1)1( y . 
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38. xe
x

x

x

y
y

1
  , ey )1( . 

 

Решите уравнения Бернулли: 
 

1. 
3xyyy  . 

2. xyyyx  22
. 

3. 
2xyyxy   

4. xyyxy  33
. 

5. 3

4

23
2

yx
x

y
y  . 

6. 
11

2







x

y

x

y
y . 

7. 
x

y

x

y
y

2cos

22
 . 

8. 
5434 yxeyyx x . 

9.   022  dyyxxydx . 

10. 
252 yxyyx  . 

11. xyyyx ln2 . 

12. xyyxy  33
. 

13. 
23 xeyxyy  . 

14. 
3xyxyy  . 

15. xyyyx  22
. 

16. 
33 yxxyy  . 

17. 
 

ye

x
xyy

x2

cos32
cos32


 . 

18.   yyxyx ln2
. 

19. 04 2  xyxyy . 

20. 
22

1

yx
y


 . 

21.   xyyyx ln3 2 . 

 

Найдите частные решения уравнений, удовлетворяющие указанным начальным условиям:  
 

22. yeyy

x

2  ,  
4

9
)0( y . 

23.   xxy
x

yx
y sin1

1

3 32

3

2




  , 1)0( y . 

24. 
4813 xyyy   , 

4

2
)1( y . 
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25.  35128 23  xyyyx  , 2)1( y . 

26.   22 xyyy   , 2)0( y . 

27.  3423 144 xeyyxy x   , 1)0( y . 

24. .1)0(,sin
3

2 4  yxyytgxy  

25. .1)0(,)cos32(cos32 12   yyxexyy x
 

26. .1)1(,2  yxyyyx  

27. .1)0(,)1()(2 2  yyexxyy x
 

28. .2
2

1
)1(,)1220(32 32  yyxyyx  

29. .1)0(,2  yxyyy  

30. .1)0(,223
222   yexyxyy x

 

 

 

Задайте решения уравнений параметрически: 
 

1. y
y

x



arcsin . 

2.  1


yey y
. 

3.  yyx  ln2 . 

4.   yyy  2

1
21 . 

5. 
232 yyx  . 

6.  yeyx


 1 . 

7.  122 22 


yyex y
. 

8. yyy  ln . 

9. yyx  ln . 

10. 












2y

y
arctgy . 
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ТЕМА 2: ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ 

 

Теоретические вопросы: 
 Общее и частное решение дифференциального уравнения. Уравнения, допускающие понижение 

порядка. Линейные однородные дифференциальные уравнения. Линейные неоднородные 

дифференциальные уравнения. 

 

Задача 1.Решите уравнение: 

а) xy 2sin 4)4(  . 

Решение: Интегрируя последовательно данное уравнение имеем:
   

dx

yd
y


4

   xdxyd 2sin 4

     xdxyd 2sin 4
     dxxxdxy

2
24 2sin2sin  













 






xdxxdxdx

dx
xx

dx
x

4cos
4

1
4cos

2

1

4

1

4

4cos4cos21

2

4cos1

2

22

 

.8sin
64

1
4sin

8

1

8

3

8sin
8

1

8

1

8

1
4sin

8

1

4

1
8cos

8

1

8

1
4sin

8

1

4

1

2

8cos1

4

1
4sin

4

1

2

1

4

1

1

1

cxxx

cxxxxxdx

dxxxdx
x

xx














 

Таким образом 18sin
64

1
4sin

8

1

8

3
cxxxy  . 

 
dx

yd
y


    dxcxxxyd 








 18sin

64

1
4sin

8

1

8

3
 

 







  dxcxxxy 18sin

64

1
4sin

8

1

8

3
 

    21

2

8cos
8

1

64

1
4cos

4

1

8

1

28

3
cxcxx

x
   

21

2 8cos
512

1
4cos

32

1

16

3
cxcxxxy  . 

 
dx

yd
y


    dxcxcxxxyd 








 21

2 8cos
512

1
4cos

32

1

16

3
 











 

32

2

1

3

21

2

2
8sin

8

1

512

1
4sin

4

1

32

1

316

3
8cos

512

1
4cos

32

1

16

3

cxc
x

cxx

x
dxcxcxxxy

 

 32

213

2
8sin

4096

1
4sin

128

1

16

1
cxcx

c
xxxy  . 

dx

dy
y   dxcxcx

c
xxxdy 








 32

213

2
8sin

4096

1
4sin

128

1

16

1
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   

43

2

2

3

1

4

32

213

232
8cos

8

1

4096

1
4cos

4

1

128

1

416

1

2
8sin

4096

1
4sin

128

1

16

1

cxc

xcxc
xx

x

dxcxcx
c

xxxy













 

 

 43

2

2

3

1

4 ~~8cos
32768

1
4cos

152

1

64

1
cxcxcxcxxxy  . 

 

б) x
x

y
y 






2

3
. 

Решение:  Это уравнение допускает понижение порядка с помощью подстановки: py   py   

 xp
x

p 



2

3
 - это линейное уравнение, используем метод Бернулли, сделаем подстановку: 

uvp   , vuvup  . 

x
x

uv
vuvu 




2

3
 x

x

v
vuvu 












2

3
. 
















xvu

x

v
v 0

2

3

 

Решая первое уравнение, найдем v:
2

3




x

v

dx

dv


2

3




x

dx

v

dv
  


2

3
x

dx

v

dv


cxv  2ln3ln  . 

одно из решений:  32lnln  xv   32 xv .  Подставим  найденную функцию v во второе 

уравнение: 

  xxu 
3

2 
 

dx
x

x
du

3
2

  


         















3233
2

2
22

22

2 x

dx

x

dx
dx

x

x
dx

x

x
u  


    12

22

2

2

1
c

xx
u 





 

 21
2

1

2

1







xx
cu  


 

 3
21 2

2

1

2

1
















 x

xx
cp . 

     222
23

1  xxxcp   

     222
23

1  xxxcy . 

dx

yd
y

)( 
           dxxxxcy 222

23

1  

     
2

234

1
2

2

3

2

4

2
c

xxx
c 








 . 

     

     
.

3

2

2

1

4

2

3

1

5

5

4

2

2

3

2

4

2

32

345

1

2

234

1

cxc
xxxc

dxc
xxx

cy



































 

 

Таким образом:  
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      32

3451 2
6

1
2

12

1
2

20
cxcxxx

c
y      или 

      32

345

1 2
6

1
2

12

1
2~ cxcxxxcy  . 

 

в) yyy  162
. 

Решение: Данное уравнение допускает понижение порядка. Сделаем замену: py  .  

p
dy

dp
y

dy

dp

dx

dy

dy

dp

dx

dp

dx

yd
y 




)(
 p

dy

dp
yp 162


216 p

dy

dp
yp  

y

dy

p

pdp


 216
   y

dy

p

pdp
216

. 

.
16

1
lnln

2

1

2

1

2

16

16 2

2

2
p

t
t

dt

pdpdt

tp

p

pdp









   

  y
y

dy
ln 

2
1

16

1
lnlnln

p
cy


   

2
1

16

1
lnln

p
cy


 

216

1

p
cy


  


2

22

1
16

1

p
yc


 

22

1

2 1
16

yc
p  

22

1

22

1

22

1

2 1161
16

yc

yc

yc
p


 

yc

yc
p






1

22

1 116

yc

yc
y






1

22

1 116
 и 

yc

yc
y






1

22

1 116
 


yc

yc

dx

dy






1

22

1 116
 dx

yc

ydyc






116 22

1

1
  


dx

yc

ydyc

116 22

1

1
 

.116
16

1

2

132

1

32

132

1

32

116

116
2

22

12

2

1

2

1

1

22

1

22

1

1 cycc
t

dtt
t

dt

ydycdt

tyc

yc

ydyc












 

Таким образом:    2

22

1 116
16

1
cycx  . 

 

Задача 2. 

Найдите частное решение дифференциального уравнения 

а) xy 2sin , 2
2









y , 1

2












y , 0
2












y . 

Решение: Последовательно проинтегрируем данное уравнение: 

 
dx

yd
y


    xdxyd 2sin  

   


 xdxdxdx
x

xdxy 2cos
2

1

2

1

2

2cos1
sin 2

12sin
2

1

2

1

2

1
cxx  . 

12sin
4

1

2

1
cxxy  . 

Найдем с1: 

1
2

2sin
4

1

22

1

2
cy 











1

2

2
sin

4

1

4
0 c




4
sin

4

1

4
01





c . 

Таким образом:   
4

2sin
4

1

2

1 
 xxy . 



26 

 
dx

yd
y


    dxxxyd 










4
2sin

4

1

2

1 
  








 dxxxy

4
2sin

4

1

2

1 
 

  .
4

2cos
2

1

4

1

22

1

4
2sin

4

1

2

1
2

2

cxx
x

dxxdxxdx  


 

Найдем с2:  

2

2

242
2cos

8

1

24

1

2
сy 































8

7

168
cos

8

1

16
1

222

2 





с  


8

7

164
2cos

8

1

4

1 2
2 


xxxy . 

dx

dy
y   dxxxxdy 










8

7

164
2cos

8

1

4

1 2
2 

. 

 







  dxxxxy

8

7

164
2cos

8

1

4

1 2
2 

 

3

223

8

7

1624
2sin

2

1

8

1

34

1
cxx

x
x

x



 

 3

2
23

8

7

168
2sin

16

1

12

1
cxxxxxy 


. 

Найдем с3: 

3

223

28

7

216282
2sin

16

1

212

1

2
cy 

























 
 

 





16

7

96
2

16

7

3232
sin

16

1

96
2

3333

3 с . 

Таким образом получим частное решение: 




16

7

96

1
2

8

7

168
2sin

16

1

12

1 323  xxxxxy . 

 

б) 52  yyy , 1)3( y , 2)3( y . 

Решение: 

Сделаем замену py  , p
dy

dp

dx

dy

dy

dp

dx

dp
y   

 52  p
dy

dp
yp 

25 p
dy

dp
yp   


y

dy

p

pdp


 25
   y

dy

p

pdp
25

y
y

dy
ln  

2

2

2
5ln

2

1

5
cp

p

pdp


 
2

1 5ln
2

1
lnln pcy   

ln 









2

22

1
2

1
2

1
5

1

5

1

5

1
ln

p
yc

p
yc

p
cy  

22

1

2

22

1

2

22

1

2 1
5

1
5

1
5

yc
y

yc
p

yc
p  . 

Найдём 1c :     11
1

1
52 1

2

122

1

2  cc
c
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






2

2

2

2

2

2 15151
5

y

y
y

y

y

y
y 







y

y

dx

dy

y

y
y

1515
2

2

2

 

 





dx
y

ydy
dx

y

ydy

1515 22
. 

   









dtt
t

dt

dtydy

ty

y

ydy
2

12

2
1,010

1

10

15

15
0,1 2

2

22

2

1

152,02,0

2

1
cyctc

t
 . 

Т.о.  2

2 152,0 cyx  . 

Найдём с2:  2

2 152,0 cyx   

2

2 ~152,0 cyx  . 

 6,21152,03 22 сc 6,2152,0 2  yx  

 4,3~~1152,03 22 сc 4,3152,0 2  yx . 

 

в)  0ln  yyyx       22 11,31 eyyey  . 

Решение:      Сделаем замену  pypy  

 pp
dx

dp
xpppx ln0ln  

 
x

dx

pp

dp

x

dx

pp

dp

lnln
. 

 




 1ln

ln

ln
ct

t

dt

dt
p

dp

tp

pp

dp
plnln . 

  pxcpcxx
x

dx
lnlnlnlnlnlnlnln 11

 

xcxc
eyeppxc 11ln1   

Найдём  1c :   21 1

21 11  
ceeey

cc
 

  2

222

2

1
cedxeyey xxx

. 

Найдём 2c :     

2

22

2

12

2

1

2

1
1 ceecey  

 222

2
2

1

2

1

2

1
eeyec x

 

 







 3

2222

2

1

4

1

2

1

2

1
cxeedxeey xx . 

Найдём 3c :     

3

212 1
2

1

4

1
1 ceey  

2

33

22

4

9

4

3
3 eccee  . 

Т.о. 
4

9

24

1 22
2 e

x
e

ey x  - частное решение. 
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Задача 3. 

Найдите общее решение уравнения: 

а)   02  yyy . 

Решение: 

 Это линейное однородное дифференциальное уравнение с постоянными коэффициентами. 

 Составим характеристическое уравнение:   

022  kk  

Решая это квадратное уравнение, находим его корни 

1,2 21  kk .  

Корни характеристического уравнения - вещественные, различные числа, тогда  линейно- 

независимые решения:   
xx eyey  2

2

1 , . 

Общее решение имеет вид:  
xx eCeCy  2

2

1 . 

 

б)  033  yyyy . 

Решение: 
Составим характеристическое уравнение: 

0133 23  kkk  

0)1( 3 k  

1321  kkk . 

Корни характеристического уравнения - вещественные, равные между собой числа. Следовательно, 

частные решения: 
xxx exyexyey   2

321 ,, . 

Общее решение имеет вид: 
xxx exCexCeCy   2

321 . 

 

в)    09  yy . 

Решение:  

Составим характеристическое уравнение: 

092 k  

92 k  

ikik 30,30 21  . 

Корни характеристического уравнения – комплексные сопряженные числа. Следовательно, частные 

решения: 

xeyxey xx 3sin,3cos 0

2

0

1  . 

Общее решение имеет вид: 

xCxCxCxCey x 3sin3cos)3sin3cos( 2121

0  . 

 

Задача 4. 

Найдите частное решение уравнения:  

044  yyy , 1)0(,3)0(  yy . 

Решение: 
Составим характеристическое уравнение: 

0442  kk  

Решая это квадратное уравнение, находим его корни 

221  kk . Следовательно, общее решение имеет вид: 

xx xeCeCy 2

2

2

1  . 

Теперь остается по заданным начальным условиям определить произвольные постоянные С1 и С2. 

Для этого продифференцируем общее решение уравнения: 
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xxx xeCeCeCy 2

2

2

2

2

1 22   

Подставив начальные условия, получим систему уравнений: 


















7

3

1022

30

2

1

221

21

C

C

CCC

CC
. 

Частное решение уравнения: 
xx xeey 22 73  . 

 

Задача 5. 

Решите дифференциальное уравнение: 

а) 
212124 xyyy  . 

Решение: Это неоднородное линейное уравнение с постоянными коэффициентами, у которого 

правая часть- многочлен. 

 Находим общее решение соответствующего однородного уравнения 0124  yyy . 

Составляем характеристическое уравнение: 01242  kk . Решая это квадратное уравнение, 

находим его корни 6,2 21  kk , тогда 
xx

одн eCeCy 6

2

2

1

 . 

Определим вид частного решения. Вспомогательное число правой части К=0 не является корнем 

характеристического уравнения, поэтому частное решение неоднородного дифференциального 

уравнения с постоянными коэффициентами будем искать в виде: CBxAxyч  2
, т.к. в правой 

части уравнения находится многочлен второй степени. Найдем неопределенные коэффициенты  А, В, 

С.  

BAxyч  2  

Ayч 2  

Подставляем найденные производные в неоднородное уравнение, получаем: 
22 12)(12)2(42 xCBxAxBAxA   

22 12121212482 xCBxAxBAxA   
22 121242)128(12 xCBAxBAAx   

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х в правой и левой частях равенства, получим: 



































18

7
3

2
1

01242

0128

1212

C

B

A

CBA

BA

A

 

Следовательно, 
18

7

3

22  xxyч . 

Общее решение линейного неоднородного уравнения: 

18

7

3

226

2

2

1   xxeСeCyyy хx

чодн . 

 

б) 
xeyyy 23124  .  

Решение:  Это неоднородное линейное уравнение с постоянными коэффициентами, у которого 

правая часть- показательная функция. Общее решение однородного уравнения: 
xx

одн eCeCy 6

2

2

1

 . 

Определим вид частного решения. Вспомогательное число правой части К=2 является  корнем 

характеристического уравнения кратности r=1, поэтому частное решение данного неоднородного 

уравнения ищем в виде: 
x

ч Axey 2 . Найдем А:                  
xx

ч AxeAey 22 2  

)44(422 2222 AAxeAxeAeAey xxxx

ч  . 

Подставляем найденные производные в неоднородное уравнение: 
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xxxx eAxeAAxeAAxe 2222 312)2(4)44(   

Поделим обе части на 
xe2
 

344)1284(  AAAAAx  

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х  в правой и левой частях равенства, 

получим: 
8

3
A . 

Следовательно, 
x

ч xey 2

8

3
 . 

Общее решение линейного неоднородного уравнения: 

xxx

чодн xeeСeCyyy 26

2

2

1
8

3
 

. 

 

в) 
xexyyy )43(124  .  

Решение:  Это неоднородное линейное уравнение с постоянными коэффициентами, у которого 

правая часть- 

произведение многочлена на показательную функцию. 

 Общее решение однородного уравнения: 
xx

одн eCeCy 6

2

2

1

 . 

Определим вид частного решения. Вспомогательное число правой части К=1 не является корнем 

характеристического уравнения, поэтому частное решение неоднородного уравнения будем искать в 

виде:
x

ч eВAxy )(  .  

xx

ч eBAxAey )(   

)2()( BAAxeeBAxAeAey xxxx

ч  . 

 Находим А и В, подставляем найденные производные в неоднородное уравнение: 
xxxx exBAxeBAAxeBAAxe )43()(12)(4)2(   

Сократим обе части на 
xe , получим: 

43767  xBAAx  

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х  в правой и левой частях равенства, 

получим: 



























49

46
7

3

476

37

B

A

BA

A
 

Следовательно, x

ч exy 












49

46

7

3
. 

Общее решение линейного неоднородного уравнения: 

xxx

чодн exeСeCyyy 







 

49

46

7

36

2

2

1
. 

 

г)  xyyy 2sin8124  .  

Решение:  Это неоднородное линейное уравнение с постоянными коэффициентами, у которого 

правая часть- 

xxQxxPxf mm  sin)(cos)()(  . 

Общее решение однородного уравнения: 
xx

одн eCeCy 6

2

2

1

 . 

Определим вид частного решения. Вспомогательное число правой части К= i20  не является 

корнем характеристического уравнения, поэтому частное решение неоднородного уравнения будем 

искать в виде:  xВxAyч 2sin2cos  .  

xBxAy 2cos22sin2   
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xBxAy 2sin42cos4  . 

Подставляем найденные производные в неоднородное уравнение и находим А и В: 

 xAxBxAxBxA 2cos122cos82sin82sin42cos4  

xxxB 2sin82cos02sin12  . 

Так как функции  х2cos и x2sin  линейно-независимы, тоа коэффициенты при x2cos и x2sin
должны равняться 0 

0)81284(2sin)1284(2cos  BABxABAx  


















4,0

2,0

08816

0816

B

A

AB

BA
 

Следовательно, xxyч 2sin4,02cos2,0  . 

Общее решение линейного неоднородного уравнения: 

xxeСeCyyy xx

чодн 2sin4,02cos2,06

2

2

1  
. 

 

Задача 6.  

Найдите частное решение уравнения:  

396 2  xxyyy , 
27

1
)0(,

3

4
)0(  yy . 

Решение: 

Корни характеристического уравнения 0962  kk  

будут: .321  kk  

Общим решением однородного уравнения будет: 
xx

одн xeCeCy 3

2

3

1  . 

В правой части находится многочлен второй степени, вспомогательное число правой части К=0 не 

является корнем характеристического уравнения, поэтому частное решение будем искать в виде: 

CBxAxyч  2
. 

BAxyч  2  

Ayч 2  

Подставляем найденные производные в неоднородное уравнение: 

39996122 2  xxCBxAxBAxA . 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х, находим А, В, С. 










































3

1
27

1
9

1

3962

1912

19

C

B

A

CBA

BA

A

 

Следовательно,  
3

1

27

1

9

1 2  xxyч . 

Общее решение линейного неоднородного уравнения: 

 xx xeCeCy 3

2

3

1
3

1

27

1

9

1 2  xx . 

Чтобы найти С1 и С2 надо взять производную от общего решения неоднородного уравнения: 

27

1

9

2
33 3

2

3

2

3

1  xexCeCeCy xxx
. 

Подставляя начальные условия, получаем систему уравнений: 
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




















3

1

27

1

27

1
3

3

4

3

1

2

1

21

1

C

C

CC

C
 

Частное решение уравнения будет иметь вид: 

 xx xeey 33 3
3

1

27

1

9

1 2  xx . 

 

Задача 7. 

Решите уравнение: ctgxyy 4 . 

Решение:   Так как правая часть )(xf  имеет не специальный вид, то применим метод вариации 

произвольных постоянных. Ищем частное решение линейного неоднородного дифференциального 

уравнения с постоянными коэффициентами в виде 2211 )()( yхCyхCyч  , где у1и у2   частные 

решения однородного уравнения, С1(х) и С2(х) -функции, которые могут быть найдены из решения 

системы 



















)()()(

0)()(

2211

2211

xfухСухС

ухСухС
 

Найдем общее решение соответствующего однородного уравнения, для этого составим 

характеристическое уравнение 012 k , его корни будут  ikik  0,0 21 , следовательно, 

2211 yCyCyодн  , где xyxy sin,cos 21  -  решения однородного уравнения. 

xyxy cos,sin 21  . Составим систему уравнений: 





















ctgxxCxC

xCxC

4cossin

0sincos

21

21  Это система линейных уравнений 

относительно 


1C и 


2C . 

Найдем 


1С  и 


2С : 

1sincos
cossin

sincos
22 


 xx

xx

xx
, x

xctgx

x
cos4

cos4

sin0
1  , 

x

x

ctgxx

x

sin

cos4

4sin

0cos 2

2 


  

x

x
CxC

sin

cos4
,cos4

2

2
2

1
1 















 

  


 111

~
sin4cos4 CxxdxdxCC  















    2

22

22

~
cos

2
ln4

sin

sin1
4

sin

cos4
Cx

x
tgdx

x

x
dx

x

x
dxCC Подставив найденные 

функции С1 и С2, получим общее решение:   xCx
x

tgxCxy sin4
~

cos
2

lncos
~

sin4 21 







 = 

2
lnsin4sin

~
4cos

~
21

x
tgxxСxС  . 

 

Задача 8. 

Найдите частное решение дифференциального уравнения 

x
yy

cos

1
 , удовлетворяющее начальным условиям  
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0)0(,1)0(  yy . 

Решение:  Общее решение однородного уравнения имеет вид: 

xCxCyодн sincos 21  , где xyxy sin,cos 21  . 

Так как правая часть имеет не специальный вид, то применим метод вариации произвольных 

постоянных. 

xyxy cos,sin 21  . Составим систему уравнений: 























x
xCxC

xCxC

cos

1
cossin

0sincos

21

21

 

Чтобы найти 


1С  и 


2С , найдем определители: 

1sincos
cossin

sincos
22 


 xx

xx

xx
 

x

x

x
x

x

cos

sin

cos
cos

1
sin0

1  ,   1

cos

1
sin

0cos

2 




x
x

x
 

1,
cos

sin 2
2

1
1 















C

x

x
C  

  


 111

~
cosln

cos

sin
Cxdx

x

x
dxCC  

  


 222

~
1 CxdxdxCC  

Подставив найденные функции С1 и С2, получим общее 

решение:     xCxxCxy sin
~

cos
~

cosln 21  = 

xxxxCxС sincoslncossin
~

cos
~

21   

Чтобы найти 21

~~
CиС  возьмем производную от общего решения уравнения: 

  xCxxxCxx
x

x
y cos)

~
(sinsin

~
coslncos

cos

sin
21 








  

Подставляя начальные условия, получаем систему уравнений: 


















0
~

1
~

01)
~

0(0)
~

0(

10)
~

0(1)
~

0(

2

1

21

21

С

С

СС

СС
 

Искомое частное решение: 

  xxxxy sincos1cosln  . 

 

Задача 9.  

Решите уравнение: 
1

4



x

x

e

e
yy  

Решение:  Найдем общее решение однородного уравнения, для этого составим характеристическое 

уравнение 042 k , его корни 2,2 21  kk . Следовательно, 2211 yCyCyодн  , где 

xx eyey 2

2

2

1 ,  . Правая часть имеет не специальный вид. Применим метод вариации 

произвольных постоянных. Составим систему уравнений: 



























1
22

0

2

2

2

1

2

2

2

1

x

x
xx

xx

e

e
eCeС

eCeС
.    Найдем 


1C  и 


2C . 
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4
22 22

2









xx

xx

ee

ee
 , 

12
1

0

2

2

1














x

x

x

x

x

x

e

e

e
e

e
e

, 
1

1
2

0 3

2

2

2







x

x

x

x
x

x

e

e

e

e
e

e
 

)1(4
,

)1(4

1 3

2
2

1
1




















x

x

xx e

e
C

ee
C  














   )1(4

1

)1(4 211
tt

dt

t

dt
dx

te

ee

dx
dxCC

x

xx
 

 









 12

~
1ln

4

1
ln

4

11

4

1

1

111

4

1
Ctt

t
dt

ttt
= 

11

~
1ln

4

1

4

1~1
ln

4

1

4

1
CeeC

e

e
e xx

x

x
x 


 

 

   














14

1

)1(4

23

22
t

dtt

dtdxe

te

e

dxe
dxCC

x

x

x

x

 

 









 2

2
~

1ln
4

1

4

1

24

1

1

1
1

4

1
Ctt

t
dt

t
t = 

2

2 ~
1ln

4

1

4

1

8

1
Ceee xxx   

xxxxxxx eCeeeeCeey 2

2

22

1

~
1ln

4

1

8

1

4

1~

4

1
1ln

4

1 



















1ln
4

1

8

1

4

1

4

1
1ln

4

1~~ 222

2

2

1   xxxxxxxx eeeeeeeCeС . 

 

 

Упражнения. 

Решите дифференциальные уравнения вида  )()( xfy n  : 
 

1. 28cos 22  xxy . 

2.   xexy 53
1  . 

3. xxy cos . 

4. 
 

 3
4

1

3

x
ey x


 . 

5. xxy 2sinsin 4  . 

6. xxxy 32 sincossin2  . 

7. arctgxy  . 

8. 0
3 4

3
 xe

x
xy . 

9. 02  xxey . 

10. xxxxyx cos314 4254  . 

11. xxy cossin32 3 . 
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12. 
xexy 42)5(  . 

13. xxy cos . 

 

Найдите частные решения уравнений, удовлетворяющие указанным начальным условиям: 
 

14. xxy ln       31,21,11  yyy . 

15. 
xxey        20,20,00  yyy . 

16.  xy x  72       20,2ln0,2ln0 22  yyy . 

17. 
22 10sin xxy        000,10  yyy . 

18. 
xexy 422        20,10,00  yyy . 

19. 
xxey 24       1000  yyy . 

 

Решите дифференциальные уравнения вида 0),...,,,( )(  nyyyxF ,  не содержащие функции у: 
 

1.   21 2  yxyx . 

2. 
222 ayyyx  . 

3.   011 22  yyx . 

4. 1 yyx . 

5. 12  yxyx . 

6. yyxctg  22 . 

7. 0
sin

1


x
yytgx . 

8. yyx 2 . 

9. yxxy  ln . 

10. 145  yxyx . 

11.   32 21 xyxyx   . 

12.   017  yyx . 

13. yyx 3cos . 

14. xtgxyy 2sin . 

15. 






 


x

y
yyx ln . 

16. 
2xeyyx x . 

17. 
  04  yxy . 

 

Найдите частные решения уравнений, удовлетворяющие указанным начальным условиям: 
 

18.  1
1





 xx

x

y
y     12,12  yy . 

19.   01  yxy       12,12,22  yyy . 

 

 

Решите дифференциальные уравнения вида  0),...,,,( )(  nyyyyF , не содержащие 

независимой переменной: 
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1.   0232 2  yyy  . 

2. 14 43  yyy . 

3. 
3128yy  . 

4. 
222 1 yya  . 

5. yyyyy ln22  . 

6.     0ln1ln1 2  yyyyy . 

7. 1164 43  yyy . 

8.   yyyy  21 . 

9. 02 42  yyyy . 

10. 
y

y
y


 . 

11.   051 2  yyy . 

12. 
22 yyyyy  . 

13. 0
1

2 2 


 y
y

y . 

14. 
yaey  . 

15.    211 yyyyy  . 

 

Найдите частные решения уравнений, удовлетворяющие указанным начальным условиям: 
 

16. 02  yyy     20,10  yy . 

17. 0643 yy     20,40  yy . 

18. yyy cossin32 3     41,
2

1  yy


. 

19. 
22ytgyy      20,

4
0  yy


. 

20. 
32 yyyy        0000  yyy . 

 

 

Решите линейные однородные дифференциальные уравнения с постоянными 

коэффициентами: 
 

1. 02  yyy . 

2. 025  yy . 

3. 0 yy . 

4. 0252  yyy . 

5. 033  yyyy . 

6. 045)4(  yyy . 

7. 065  yyy . 

8. 03613)4(  yyy . 

9. 054  yyy . 
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10. 0346  yyy . 

11. .0842  yyу  

12. .0105  yyy  

13 0832  yyy  

 

Найдите частные решения уравнений, удовлетворяющие указанным начальным условиям: 
 

14. 1)0(,3)0(,044  yyyyy . 

15. 1)0(,0)0(,02510  yyyyy . 

16. 6

6
,0

6
,0102


eyyyyy 

















 . 

17. 0
2

3
,2

2

3
,09 




















yyyy . 

18. 1
4

,0)0(,09 










yyyy . 

19. 0
3

,1)0(,0 










yyyy . 

Решите линейные неоднородные дифференциальные уравнения с постоянными 

коэффициентами с правой частью специального вида: 
 

1.  xeyy x cos2 . 

2. 
2342 xexyy  . 

3.   xexyyy 267  . 

4. 
xxeyyy 366  . 

5.   xexyyy 343 2  . 

6.  52   xeyy x
. 

7. 
xxeyyy 2221115  . 

8. 
xxeyyy 2103  . 

9. 
xexyyy 42209  . 

10. xeyyy x sin22  . 

11. xxyy cossin179  . 

12. 
xeyyyy 2485   

13. 
xexxyyy 32 )(23   

14. xyy 3cos69   

15. 
xexyyy  sin2  

16. xyyy sin252  . 

17. xxyyy 3cos23sin2  . 

18. xxyyy cos3sin2256  . 

19. 7327 3  xxyy . 

20. 742715 23  xxyyy . 

21. 742 2  xxyyy . 



38 

22. 1244 23  xxyyy . 

23. xxyy 2cos . 

24. 44 3  xxyy . 

25. 53244 23  xxxyyy . 

26.  xxeyy x cossin42  . 

27. xeyyy x 8cos136 3 . 

28. 
  24  yy . 

29. xxyyyy 2sin2cos44  . 

30. xeyy x cos2  . 

31. 
xexxyy 2cos6sin2  . 

Найдите частные решения уравнений, удовлетворяющие указанным начальным условиям: 
 

32. 
27

1
)0(,

3

4
)0(,396 2  yyxxyyy . 

33. 
xeyyy 534      90,30  yy . 

34. xeyyy x 2sin6184 2     400  yy . 

35. xxyy 2sinsin29    0
2

0 










yy . 

36.  xyy 3cos 1
2

,4
2

















 
yy . 

37. 0)0(,
4

1
)0(,2sin4  yyxyy . 

38. 1)0(,0)0(,168 4  yyeyyy x
. 

39. 0
22

,,sin3 



















yyxyy . 

40. .1)0()0(,691696   yyxeyyy x
 

41. 0)0(,1)0(,0)0(,1)0(,8)4(  yyyyeyy x . 

42. 
  eyeyxeyyy x  )(,)(,cos422 . 

43. 0
22

,0)0()0(,sin3 



















yyyyxyy . 

 

 

Решите линейные неоднородные дифференциальные уравнения с постоянными 

коэффициентами с правой частью неспециального вида: 
 

1. x

x

e

e
yy

3

3

1

9
3


 . 

2. ctgxyy 2 . 

3. 
x

yy
2cos

4
4  . 

4. x

x

e

e
yyy






2
23 . 
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5. 
x

yy





cos

2
2  . 

6. 
x

yy
2cos

1
 .  

7. 
xe

yyy
21

1
65


 . 

8. xctgyy 24  . 

9. 
xx

yy
2cos2cos

1
 . 

10.
x

yy
cos

1
 . 

11. 
xe

x
yyy

2

ln
44  . 

12. 
x

e
yyy

x

cos
54

2

 . 

13. xtgyy 2 . 

14. 
24

2
x

e
yyy

x


 . 

15. 
3

2

44
x

e
yyy

x

 . 

 

Найдите частные решения уравнений, удовлетворяющие указанным начальным условиям: 
 

16. 
x

yy
2sin

4
4  





















4
,2

4
yy  

17. 
xx

yy
22 sincos

1
4


     100  yy . 

18.  0)0(,1)0(,
cos

1
 yy

x
yy . 

19.  2ln3)0(,2ln21)0(,
1

1
23 





yy

e
yyy

x
. 

20. 
2

1
)(,2)(,

24

1

4









  yy

x
ctg

y
y . 

21. 0)0(,2)0(,

cos

11

2
2











 yy

x
yy





. 

22. 2
2

,1
2

,2 



















yyctgxyy . 

23. 
22

1
,1

2

1
,

sin

22
2 




 

















 yy

x
yy . 

24. 1)0(,0)0(,
cos

54
2

 yy
x

e
yyy

x

. 

25. )14ln3(3)0(,4ln4)0(,
3

9
3

3

3









yy
e

e
yy

x

x

. 
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ТЕМА 3. СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

 

 Теоретические вопросы:  

 Нормальные системы дифференциальных уравнений, метод исключения, метод Лагранжа, метод 

Даламбера, метод неопределенных коэффициентов. 

Задача1. Найти общее решение системы уравнений:








yxy

yxx

22

25
. 

Решение:   1 способ. Составим характеристическое уравнение: 

Матрица системы 




2

5
A 





2

2
  0 kEA  

;042510;04)2)(5(;0
22

25
2 




kkkkk

k

k
 

;6;1;067 21

2  kkkk  

Т.о фундаментальная система решений 
te1
 и 

te6
. 

Общее решение имеет вид 










tt

tt

eey

eex

6

21

6

21




 

Решим систему уравнений: 

Величины 1  и 1 , 2  и 2  можно найти из системы   


















0

0




kEА  : 









0)(

0)(

2221

1211

kaa

aka
 

где k -корни характеристического уравнения  

Для k1:   
















02

024

0)12(2

02)15(

11

11

11

11
 

Эта система имеет бесконечное множество решений 11 2  . Возьмем 11 С  11 2С   где  

1С - любое число  

Для k2:   
















042

021

0)62(2

02)65(

22

22

22

22
 

Эта система тоже имеет бесконечное множество решений 22 2  . Возьмем 2222 2СС    

где 2С  - любое число. 

 Т. о общее решение системы: 










tt

tt

eCeCy

eCeCx

6

21

6

21

2

2
 

2 способ. Продифференцируем первое уравнение: ;25 yxx   

Подставим в это выражение производную у =2x + 2y из второго уравнения. 

;445 yxxx   

Подставим сюда у, выраженное из первого уравнения: 

xxxxx 10245   

067  xxx  

1;6 21  kk  

;6; 66 tttt BeAexBeAex   

;55652 66 tttt BeAeBeAexxy   

;
2

1
2 6tt BeAey   
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 Если обозначим 
21

2

1
; CBCA  , получаем  решение системы: 











tt

tt

eCeCy

eCeCx

6

21

6

21

2

2
. 

 

Задача 2. Найти решение системы уравнений 









xzyz

zyy
. 

Решение: 

Эта система дифференциальных уравнений не относится к рассмотренному выше типу, т.к. не 

является однородной (в систему уравнений входит независимая переменная х). (2 уравнения и 3 

переменных). 

Для решения продифференцируем первое уравнение по х. 

Получаем: .zyy   

Заменяя значение z’ из второго уравнения системы получаем: xzyyy  .  

С учетом первого уравнения системы, получаем: .2 xyy    (*) 

Решаем полученное дифференциальное уравнение второго порядка. 

.2;0;02;02;2 21

2  kkkkyyxyy  

Общее решение однородного уравнения: .221

xeCCy   

Кардинальное число правой части 0K , оно есть среди корней характеристического уравнения 

1 r . 

Теперь находим частное решение неоднородного дифференциального уравнения по формуле 

;)(;1;0;)( 20 BAxxQrBxAxyxBAxey rx    

;2;2;2 AyBAxyBxAxy   

;
4

1
;
4

1
;242  BAxBAxA  










022

14

BA

А
   ;

4

1
;

4

1
 BA   т. о xxyчас

4

1

4

1 2   

Общее решение неоднородного уравнения:   ).1(
4

12

21  xxeCCy x
 

Подставив полученное значение в первое уравнение системы, получаем: 

).1(
4

1 22

21  xxeCCz x
 

Задача 3. Найти решение системы уравнений:  















zyw

wyz

wzy

3

3 . 

Решение: 

Система состоит из 3 уравнений и 3 переменных        0 EkA . 

Составим характеристическое уравнение: 

;0
13

3

3

13

1

1
;0

13

13

11


















k

kk

k
k

k

k

k

 

;3;2;1;067;03333)1( 321

32  kkkkkkkkk  

Фундаментальная система решений 
te
, 

te 2
 и 

te3
. 
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



















ttt

ttt

ttt

eeew

eeez

eeey

3

3

2

21

3

3

2

21

3

3

2

21







, где  























 находится из условия  



































0

0

0







kEA . 

При  k = -1. ;;0;

03

03

0

111 






















 

Пусть 1111 CC    01   

при k2 = -2. ;;;

023

023

02

2222 






















 

Пусть 2222 CC     и 22 С         

при k3 = 3. ;;
3

2
;

033

033

03

33 






















 

Пусть 332333 233 СCC    

Общее решение 

















321

321

321





























t

t

t

e

e

e

3

2          















 

331

321

32

3

3

20

CCC

CCC

CC























t

t

t

e

e

e

3

2  

Общее решение имеет вид:





















xxx

xxx

xx

eCeCeCw

eCeCeCz

eCeCy

3

3

2

21

3

3

2

21

3

3

2

2

3

3

2

. 

 

Задача 4. Решить систему дифференциальных уравнений методом Лагранжа:    















1

3
36

1

2
24

t

t

e
yx

dt

dy
e

yx
dt

dx

     (1) 

Решение:  

Перенесем переменные х и у в левую часть 















1

3
36

1

2
24

t

t

e
yx

dt

dy
e

yx
dt

dx

   (2) 

Решим однородную систему методом исключения 













036

024

yx
dt

dy

yx
dt

dx

   выразим 2у из первого уравнения  

Продифференцируем первое уравнение системы  

dt

dy

dt

dx

dt

xd
24

2

2

  
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Подставим вместо 
dt

dy
 второе уравнение системы 

)36(24
2

2

yx
dt

dx

dt

xd
  

yx
dt

dx

dt

xd
6124

2

2

  

Теперь вместо у подставим x
dt

dx
y 42  , найденное из первого уравнения 

x
dt

dx
x

dt

dx

dt

xd
123124

2

2

  

Получим 0
2

2


dt

dx

dt

xd
  или 0 xx . Решаем это однородное уравнение 

02  kk  

0)1( kk  

Находим корни, они получаются действительными, различными 

0k и 1k .  Фундаментальная система решений  
tt eиe 10 

. 

ttt eCCeCCeCx
dt

dx
y   21212 344442  
















t

t

eCCy

eCCx

21

21

2

3
2  

Теперь применим метод вариации произвольной постоянной будем считать 1С  и 2С  не 

постоянными, а переменными от t  
















t

t

etCtCy

etCtCx

)(
2

3
)(2

)()(

21

21

  (3) 

Продифференцировать систему:  

 

 

(4) 

 

Подставляем значения 
dt

dx
yx ,,  и 

dt

dy
 из систем (3) и (4) в (2) 




















1

2
)()(

1

2
)(3)(4)(4)(4)()()(

1

21

2121221

t

t

tttt

e
etCtC

e
etCtCetCtCetCetCtC

 

 




















1

3
)(

2

3
)(2

1

3
)(

2

9
)(6)(6)(6)(6)(

2

3
)(

2

3
)(2

21

22121221

t

t

t

ttttt

e
etCtC

e
etCetCtCetCtCetCetCtC

 

















tt

tt

etCetCtC
dt

dy

etCetCtC
dt

dx

)(
2

3
)(

2

3
)(2

)()()(

221

221
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






















1

3
)(

2

3
)(2

1

2
)()(

21

21

t

t

t

t

e
etCtC

e
etCtC

 

Решаем систему методом Крамера: 

1

1

1

3

1

2

2

1
0

2

3

1

3

1

2

2

1

2

3
2

1
21

































t

t

t

t

t

t

t
t

t

t

e

e

e

e

e

e

e
e

e

e

 

01 C  и 
teC 

2

1
2  

0)(1 


tC     11

~
)( СtC   

1

2
)(2





t

t

e

e
tC                    


 22

~
1ln2

1
2)( Ce

e

dte
tC t

t

t

 

 

 
 
















tt

tt

eCeCy

eCeCx

21

21

~
1ln2

2

3~
2

~
1ln2

~

. 

 

 

 

Задача 5. Решить систему дифференциальных уравнений методом неопределенных коэффициентов   













tx
dt

dy

ty
dt

dx

cos

sin

 (1). 

Решение: 

 Решим систему дифференциальных уравнений  












x
dt

dy

y
dt

dx

   (2). 

Продифференцируем 2-ое уравнение,  подставим в него 1-ое уравнение получим y
dt

yd


2

     

dt

dx

dt

yd


2

2

      0 yy  

012 k  

ik   

Фундаментальная система решений Sint и Cost, tCtCy cossin 21  , тогда из (2) системы 

int21 SCCostCyx  из второго уравнения вернемся к системе (1). Продифференцируем и 

подставим в систему (1). 
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







tRQttKLty

tDCttBAtx

rp

rp

sin)(cos)(

sin)(cos)(
 

ttRQttKLttDCttCtBAttA sinsin)(cos)(cos)(sincos)(cos   

ttDCttBAttRQttQtKLttL coscos)(cos)(cos)(sinsin)(cos   

tt

tt

t

t

cos

sin

sin

cos

LC

QA

RCB

KDA









1
             

0

0

1

0









D

C

B

A

 

 

tt

tt

t

t

cos

sin

sin

cos

AQ

CL

DQK

BRL







 1

                  

0

0

0

0









R

Q

K

L

 

 
















































1

0

0

0

1

1

B

R

K

D

DQK

BRL

LC

QA

RCB

KDA

   

 











0

cos

rp

rp

y

tx
 

 









tCtCy

ttCtCx

sincos

coscossin

21

21
 

 

Ответ:








tCtCy

ttCtCx

sincos

cos)(sin

21

21
 

 

 

УПРАЖНЕНИЯ 

Решить системы уравнений  

1. 













yx
dt

dy

yx
dt

dx

2

4

     2. 













yx
dt

dy

yx
dt

dx
2

 

3. 













yx
dt

dy

yx
dt

dx

2

2

     4. 













yx
dt

dy

yx
dt

dx

44
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5. 













zy
dx

dz

zy
dx

dy

43

2

     6. 













x
dt

dy

y
dt

dx

 

7. 













zy
dx

dz

zy
dx

dy

42

     8. 













zy
dx

dz

zy
dx

dy

23

32

. 

9. 





















.2

,2

,2

zyx
dt

dz

zyx
du

dy

zyx
dt

dx

     10. 





















.2

,2

,2

zyx
dt

dz

zyx
du

dy

zyx
dt

dx

 

11. 





















.17618

,18718

,9310

zyx
dt

dz

zyx
du

dy

zyx
dt

dx

    12. 





















.9310

,12512

,45

zyx
dt

dz

zyx
du

dy

zyx
dt

dx

 

13. 





















.626

,626

,33

zyx
dt

dz

zyx
du

dy

zyx
dt

dx

    14.  





















.44

,26

,

zyx
dt

dz

zyx
du

dy

zx
dt

dx

 

 

Решить системы уравнений методом Лагранжа 

1. 















1

3
36

1

2
24

t

t

e
yx

dt

dy
e

yx
dt

dх

    2. 













ttxy
dt

dy

tyx
dt

dх

sincos2

cos

 

3. 













2

2

3

4142

tyx
dt

dy

tyx
dt

dх

    4. 













сost
x

dt

dy

y
dt

dх

1
. 

Решить системы уравнений методом неопределенных коэффициентов 

1. 













t

t

eyx
dt

dy

eyx
dt

dх

24

2

     2. 













tx
dt

dy

yx
dt

dх

sin5

2

 

3. 













tx
dt

dy

ty
dt

dх

cos

sin

     4. 













t

t

eyx
dt

dy

eyx
dt

dх
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5. 0)0()0(

2

1454













yx

tyx
dt

dy

tyx
dt

dх

. 

6. 














1)0()0( yx

eyx
dt

dy

eyx
dt

dх

t

t

  7. 













tx
dt

dy

ty
dt

dх 2

. 

Решить системы уравнений методом Даламбера 

 

1. 













yx
dt

dy

yx
dt

dх

2

45

     2. 













yx
dt

dy

yx
dt

dх

34

6

 

3. 













154

45

yx
dt

dy

eyx
dt

dх t

     4. 













tyx
dt

dy

tyx
dt

dх

sin2

cos42

. 

 

 

Индивидуальная работа «Дифференциальные уравнения» 

 

Вариант 1 
№ 1. Найти общее решение дифференциального уравнения: 

1.1. dxxyydyxydyxdx 22 2334  . 

1.2.  0)1(3 32  dyexdxex yy
. 

1.3.  
xyx

yxy
y

23

23

2

23




  . 

1.4. 
22

32






x

yx
y . 

№ 2. Найти решение задачи Коши: 

2.1.  0
2

,sin2 










yxxyctgxy . 

2.2.  1)0(,)1( 2   yyexxyy x
. 

2.3.  1)0()0()0(,4 2  yyyxey x
. 

2.4.  
22

1
)0(,2)0(,14 43  yyyyy . 

№ 3. Найти общий интеграл дифференциального уравнения: 1 yyx . 

№ 4. Найти общее решение линейного неоднородного дифференциального уравнения с постоянными 

коэффициентами: 

4.1.  
xexyyy )2(67  . 

4.2.  xxyy cossin179  . 

4.3.  
xexyyy 5243  . 
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№ 5. Найти решение задачи Коши методом вариации произвольных постоянных:

)2ln1(3)0(,4ln)0(,
1

9
3

3

3




 yy
e

e
yy

x

x

. 

№6 Решить систему дифференциальных уравнений: 













yx
dt

dy

yx
dt

dх

34

6

. 

 

Вариант 2 
№ 1. Найти общее решение дифференциального уравнения: 

1.1. ydyxydydxy 224  . 

1.2.  0
2

cos
2

)
2

cos
2

3(
2

2  dy
y

x

y

x
dx

y

x

y
x . 

1.3.  yyxyx  22
 . 

1.4. 
22

2






x

yx
y  

№ 2. Найти решение задачи Коши: 

2.1.  
2

1

4
,cos2 











yxytgxy . 

2.2.  5,0)1(,ln2 2  yxyyyx . 

2.3.  1)0()0()0(,)1(  yyyexy x
. 

2.4.  8)0(,1)0(,128 3  yyyy . 

№ 3. Найти общий интеграл дифференциального уравнения: 

1 xyyx . 

№ 4. Найти общее решение линейного неоднородного дифференциального уравнения с постоянными 

коэффициентами: 

4.1.  xxyyy 3cos23sin2  . 

4.2.  
xxeyyy 366  . 

4.3.  742715 23  xxyyy . 

№ 5. Найти решение задачи Коши методом вариации произвольных постоянных: 

2
2

1
2

,2 



















yyctgxyy . 

№6 Решить систему дифференциальных уравнений: 













yx
dt

dy

yx
dt

dх

4
. 

 

Вариант 3 
№ 1. Найти общее решение дифференциального уравнения: 

1.1. 023 22  dyxydxyx . 

1.2.  0
1

212
2


















 dy

x
ydx

x

y
x . 
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1.3.  yyxyx  222  . 

1.4. 
33

43






x

xy
y . 

№ 2. Найти решение задачи Коши: 

2.1.   



1

,sin  yx
x

y
y . 

2.2.  1)0(,)1(44 2433   yyexyxy x
. 

2.3.  0)0()0(,1)0(,10sin 22  yyyxxy . 

2.4.  1)0(,0)0(,0cossin2 3  yyyyy . 

№ 3. Найти общий интеграл дифференциального уравнения: 

123  yxyx . 

№ 4. Найти общее решение линейного неоднородного дифференциального уравнения с постоянными 

коэффициентами: 

4.1.  
xxeyyy 3496  . 

4.2.  xxyy 3cos63sin309  . 

4.3.  xxyyy 34 2  . 

№ 5. Найти решение задачи Коши методом вариации произвольных постоянных:

0)0(,2)0(,
2cos

4
4  yy

x
yy . 

№6 Решить систему дифференциальных уравнений: 













yx
dt

dy

yx
dt

dх

34

22

. 

 

Вариант 4 
№ 1. Найти общее решение дифференциального уравнения: 

1.1. 0)5( 22  dyedxye xx
. 

1.2.  0)2(
cos2

2 







 dytgxxydx

x

y
y . 

1.3.  
22

23

32

63

xy

yxy
yx




  . 

1.4. 
2

22






yx

y
y . 

№ 2. Найти решение задачи Коши: 

2.1.   
3

2
0,

1

2

1

2
2

2

2






 y

x

x

x

xy
y . 

2.2.  1)1(,ln)2(ln2  yxxyyyx . 

2.3.  2)0(,1)0(,0)0(,)1( 53  yyyexy x
. 

2.4.  4)1(,
2

)0(,cossin32 3  yyyyy


. 

№ 3. Найти общий интеграл дифференциального уравнения: yyxctg  22  

№ 4. Найти общее решение линейного неоднородного дифференциального уравнения с постоянными 

коэффициентами: 
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4.1.  742 2  xxyyy . 

4.2.  xxyy 3sin33cos29  . 

4.3.  
xxeyyy 7423  . 

№ 5. Найти решение задачи Коши методом вариации произвольных постоянных:























4
2

4
,

2sin

4
4 yy

x
yy . 

№6 Решить систему дифференциальных уравнений:













yx
dt

dy

yx
dt

dх

33
. 

 

Вариант 5 
№ 1. Найти общее решение дифференциального уравнения: 

1.1. 045 22  dyxydxyx . 

1.2.  0)32()323( 232  dyyxxdxyyx . 

1.3.  
222 843 yxyxyx   . 

1.4. 
2

22






yx

y
y . 

№ 2. Найти решение задачи Коши: 

2.1.    11,
2

2  yx
x

y
y . 

2.2.  2)0(,)1(22 2   yyexxyy x
. 

2.3.  3)0(,2)0(,1)0(,42  yyyexy x
. 

2.4.  7)1(,1)1(,98 3  yyyy . 

№ 3. Найти общий интеграл дифференциального уравнения: 

yytgx  2 . 

№ 4. Найти общее решение линейного неоднородного дифференциального уравнения с постоянными 

коэффициентами: 

4.1.  
xexyyy )3(43 2  . 

4.2.  xxyy 2cos2sin342  . 

4.3.  12565 2  xxyyy . 

№ 5. Найти решение задачи Коши методом вариации произвольных постоянных: 

0)0(,0)0(,
2

23 





yy
e

e
yyy

x

x

. 

№6 Решить систему дифференциальных уравнений: 













yx
dt

dy

yx
dt

dх

34
. 

 

Вариант 6 
№ 1. Найти общее решение дифференциального уравнения: 

1.1. 01
1

1
2

2







y

x
yy . 
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1.2.  0)cos(2))cos(22(sin  dyyxdxyxx . 

1.3.  
222 362 xxyyyx   . 

1.4. 
1

32






x

yx
y . 

№ 2. Найти решение задачи Коши: 

2.1.    5,11,2
2

2 


 yxx
x

y
y . 

2.2.  1)0(),sin1(cos
1

cos2  yxx
y

xyy . 

2.3.  0)0(,1)0(,0)0(,cos  yyyxxy . 

2.4.  
2

1
)0(,

2

2
)0(,1164 43  yyyyy . 

№ 3. Найти общий интеграл дифференциального уравнения: 

0
sin

1


x
yytgx . 

№ 4. Найти общее решение линейного неоднородного дифференциального уравнения с постоянными 

коэффициентами: 

4.1.  
xeyy  4 . 

4.2.  xxyy 2cos52sin  . 

4.3.  xxyyy 7643 2  . 

№ 5. Найти решение задачи Коши методом вариации произвольных постоянных:

    3ln50,3ln310,
2

1
23 





yy

e
yyy

x
. 

№6 Решить систему дифференциальных уравнений:













yx
dt

dy

yx
dt

dх

3
. 

 

Вариант 7 
№ 1. Найти общее решение дифференциального уравнения: 

1.1. ydyxydydxy 223  . 

1.2.  0
111

22222




































dy

y

x

yyx

y
dx

yxyx

x
. 

1.3.  
yx

yx
y






2

2
 . 

1.4. 
89

87






yx

yx
y . 

№ 2. Найти решение задачи Коши: 

2.1.  1
2

,sin 










yxx

x

y
y . 

2.2.  3)1(,ln)(3 2  yxyyyx . 

2.3.  1)0()0(,0)0(,sin  yyyxxy . 

2.4.  1)3(,7)3(,0493  yyyy . 

№ 3. Найти общий интеграл дифференциального уравнения: 
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022  yxctgy . 

№ 4. Найти общее решение линейного неоднородного дифференциального уравнения с постоянными 

коэффициентами: 

4.1.  175 2  xxyy . 

4.2.  xyyy sin252  . 

4.3.  
xexyy 2)94(16  . 

№ 5. Найти решение задачи Коши методом вариации произвольных постоянных:

0)0(,3)0(,
4cos

16
16  yy

x
yy . 

№6 Решить систему дифференциальных уравнений:













yx
dt

dy

yx
dt

dх

34

43

. 

 

Вариант 8 
№ 1. Найти общее решение дифференциального уравнения: 

1.1. 0)8(  dxyedye xx
. 

1.2.  0
231

34

2

2











 dy

x

y
dx

x

y

x
. 

1.3.  24
2

2


x

y

x

y
y  . 

1.4. 
63

43






x

yx
y . 

№ 2. Найти решение задачи Коши: 

2.1.    01,2  yx
x

y
y . 

2.2.  1)0(,
2

23
222




y
ey

x
xyy

x
. 

2.3.  1)0()0(,0)0()0(,
)1(

3
3

)4( 


 yyyy
x

ey x
. 

2.4.  6)2(,1)2(,72 3  yyyy . 

№ 3. Найти общий интеграл дифференциального уравнения: 

yxxy  ln . 

№ 4. Найти общее решение линейного неоднородного дифференциального уравнения с постоянными 

коэффициентами: 

4.1.  12412 2  xxyy . 

4.2.  xyyy cos2510  . 

4.3.  
xexyy 2)7(  . 

№ 5. Найти решение задачи Коши методом вариации произвольных постоянных:

    00,10,
3cos

9
9  yy

x
yy . 

№6 Решить систему дифференциальных уравнений:













yx
dt

dy

yx
dt

dх

34

25

. 
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Вариант 9 
№ 1. Найти общее решение дифференциального уравнения: 

1.1. 04 22  xxyyx . 

1.2.  0
11

22






dy

xy

xy
dx

yx

xy
. 

1.3.  
yxx

yxyx
y

22

2
2

22




  . 

1.4. 
12

33






yx

y
y . 

№ 2. Найти решение задачи Коши: 

2.1.    11,3  yx
x

y
y . 

2.2.  3)1(,)(3 2  yxyyyx . 

2.3.  0)0(,1)0()0(,sin8 24  yyyxxy . 

2.4.  5)3(,1)3(50 3  yyyy . 

№ 3. Найти общий интеграл дифференциального уравнения: 

145  yxyx . 

№ 4. Найти общее решение линейного неоднородного дифференциального уравнения с постоянными 

коэффициентами: 

4.1.  
xxeyyy 2221115  . 

4.2.  xxyyy 75208 2  . 

4.3.  xxyy 5cos5sin25  . 

№ 5. Найти решение задачи Коши методом вариации произвольных постоянных:

3ln10)0(,3ln31)0(,
2

4
86

2






yy

e
yyy

x
. 

№6 Решить систему дифференциальных уравнений: 













yx
dt

dy

yx
dt

dх

34

23

. 

 

Вариант 10 
№ 1. Найти общее решение дифференциального уравнения: 

1.1. dxxyydyxydyxdx 222  . 

1.2.  0)2(3)23(2 2232  dyyyxdxxxy . 

1.3.  yyxyx  222  . 

1.4. 
34

32






yx

yx
y . 

№ 2. Найти решение задачи Коши: 

2.1.   
6

5
1,

2 3  yx
x

y
y . 

2.2.  1)1(,)54(53 4  yyxyyx . 

2.3.  3)0(,2)0(,1)0(,2 2  yyyxey x
. 
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2.4.  1)4(,7)4(,0493  yyyy . 

№ 3. Найти общий интеграл дифференциального уравнения: 

0)17(  yyx . 

№ 4. Найти общее решение линейного неоднородного дифференциального уравнения с постоянными 

коэффициентами: 

4.1.  
xexyyy 2)2(103  . 

4.2.  xxyyy  23258 . 

4.3.  xyy 4sin2416  . 

№ 5. Найти решение задачи Коши методом вариации произвольных постоянных: 

    00,00,
1

9
189

3

3







yy
e

e
yyy

x

x

. 

№6 Решить систему дифференциальных уравнений: 













yx
dt

dy

yx
dt

dх

32
. 

 

Вариант 11 
№ 1. Найти общее решение дифференциального уравнения: 

1.1. 0)4(  dxedyey xx
. 

1.2.  0
2











x

dy
dx

x

y
xex

. 

1.3.  
xyx

yxyx
y

22

22




  . 

1.4. 
22

32






x

yx
y . 

№ 2. Найти решение задачи Коши: 

2.1.    42,5
52

2



 yy

x

x
y . 

2.2.  5,0)0(,2 2  yxyyy . 

2.3.  2)0(,3)0(,cos2  yyxxy . 

2.4.  3)1(,
2

)1(,cossin18 3  yyyyy


. 

№ 3. Найти общий интеграл дифференциального уравнения: 

02  yyx . 

№ 4. Найти общее решение линейного неоднородного дифференциального уравнения с постоянными 

коэффициентами: 

4.1.  
xxeyyy 344  . 

4.2.  xyy 2cos8 . 

4.3.  
xexyy 3)8(3  . 

№ 5. Найти решение задачи Коши методом вариации произвольных постоянных:

2ln6)0(,2ln21)0(,
1

4
86

2






yy

e
yyy

x
. 

№6 Решить систему дифференциальных уравнений: 
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











yx
dt

dy

yx
dt

dх

33

. 

 

Вариант 12 
№ 1. Найти общее решение дифференциального уравнения: 

1.1. 015 22  xyyy . 

1.2.  0cos2cos
1

2









 dx

x

y

x

y
dyy

x

y

x
. 

1.3.  
222 882 xxyyyx   . 

1.4. 
910

98






yx

yx
y . 

№ 2. Найти решение задачи Коши: 

2.1.    eye
x

x

x

y
y x 


 1,

1
. 

2.2.  
2

2
)1(),35(32 23  yxyyyx . 

2.3.  4)1(,3)1(,4ln)1(  yyxxy . 

2.4.  
2

1
)0(,22)0(,164 43  yyyyy . 

№ 3. Найти общий интеграл дифференциального уравнения: 

0 xyyx . 

№ 4. Найти общее решение линейного неоднородного дифференциального уравнения с постоянными 

коэффициентами: 

4.1.  44 3  xxyy . 

4.2.  
xeyy 24  . 

4.3.  xxyyy 7cos27sin107  . 

№ 5. Найти решение задачи Коши методом вариации произвольных постоянных:

2

3

6
4

6
,

3sin

9
9




















 yy

x
yy . 

№6 Решить систему дифференциальных уравнений:













yx
dt

dy

yx
dt

dх

34

4

. 

 

Вариант 13 
№ 1. Найти общее решение дифференциального уравнения: 

1.1. dxxydyyxydyxdx 22 36  . 

1.2.  0sin
sin

cos
5

sin

1
10 32

2

2 
















 dyyy

y

yx
xdx

y
xy . 

1.3.  yyxyx  223  . 

1.4. 
55

532






x

yx
y . 
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№ 2. Найти решение задачи Коши: 

2.1.    31,1
1

2 2

2



 yx

x

xy
y . 

2.2.  2)0(,22 33  yyxxyy . 

2.3.  0)
4

(,1)
4

(,1)
4

(,52sin 22 


yyyxxy . 

2.4.  2)0(,1)0(,8 3  yyyy . 

№ 3. Найти общий интеграл дифференциального уравнения: 

12  yxyx . 

№ 4. Найти общее решение линейного неоднородного дифференциального уравнения с постоянными 

коэффициентами: 

4.1.  
xxeyyy 2258  . 

4.2.  
xexyyy )4(23 2  . 

4.3.  xxyyy cos3sin22  . 

№ 5. Найти решение задачи Коши методом вариации произвольных постоянных: 

19ln)0(,27ln)0(,
2







yy
e

e
yy

x

x

. 

№6 Решить систему дифференциальных уравнений:













yx
dt

dy

yx
dt

dх

3

3

. 

 

Вариант 14 
№ 1. Найти общее решение дифференциального уравнения: 

1.1. 0ln  yxyy . 

1.2.  0
2222















dy

yx

xdy
dxe

yx

y x . 

1.3.  
22

23

52

103

xy

yxy
yx




  . 

1.4. 
723

84






yx

y
y . 

№ 2. Найти решение задачи Коши: 

2.1.    11,1
21
2




 yy
x

x
y . 

2.2.  3)1(,2  yxyyyx . 

2.3.  2)0(,5)0(,1)0(,cos2  yyyxxy . 

2.4.  1)0(,1)0(,0)()(2 42  yyyyyy . 

№ 3. Найти общий интеграл дифференциального уравнения: 

yxyx  )1( 2
. 

№ 4. Найти общее решение линейного неоднородного дифференциального уравнения с постоянными 

коэффициентами: 

4.1.  xxyy 3sin33cos2  . 

4.2.  
xexyyy )2(2  . 

4.3.  123612 23  xxyyy . 
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№ 5. Найти решение задачи Коши методом вариации произвольных постоянных:

    00,30,
4cos

16
16  yy

x
yy . 

№6 Решить систему дифференциальных уравнений: 













yx
dt

dy

yx
dt

dх

4
. 

 

Вариант 15 
№ 1. Найти общее решение дифференциального уравнения: 

1.1. 
xx yeye  )1( . 

1.2.  0)(cos  dyxeydxe yy
. 

1.3.  
xyx

yxyx
y

23

3
2

22




  . 

1.4. 
45

43






yx

yx
y . 

№ 2. Найти решение задачи Коши: 

2.1.    11,
23
3

 y
xx

y
y . 

2.2.  2)(,ln2  eyxyyyx . 

2.3.  1)0()0(,0)0(,7sin42 2  yyyxexy x
. 

2.4.  1)0(,0)0(,0cossin2 3  yyyyy . 

№ 3. Найти общий интеграл дифференциального уравнения: 

04  yyx . 

№ 4. Найти общее решение линейного неоднородного дифференциального уравнения с постоянными 

коэффициентами: 

4.1.  8114106 2  xxyyy . 

4.2.  xxyy 2sin42cos7  . 

4.3.  
xexyy 4)1(4  . 

№ 5. Найти решение задачи Коши методом вариации произвольных постоянных:




2)
8

(,3)
8

(,
4sin

16
16  yy

x
yy . 

№6 Решить систему дифференциальных уравнений: 













yx
dt

dy

yx
dt

dх

24
. 

 

Вариант 16 
№ 1. Найти общее решение дифференциального уравнения: 

1.1. 01 22  xxyyx . 

1.2.  0)3()cos( 23  dyexydxxy y
. 

1.3.  2

2 8
12

x

xyy
y


  . 
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1.4. 
1

32






x

xy
y . 

№ 2. Найти решение задачи Коши: 

2.1.  3)0(,3  yxxyy . 

2.2.  1)0(,2  yxyyy . 

2.3.  1)0()0(,0)0()0(,
)1(

3
3

)4( 


 yyyy
x

ey x
. 

2.4.  32)1(,1)1(,0)(5)1( 2  yyyyy . 

№ 3. Найти общий интеграл дифференциального уравнения: 

xtgxyy 2sin . 

№ 4. Найти общее решение линейного неоднородного дифференциального уравнения с постоянными 

коэффициентами: 

4.1.  
xexyyy )34(23  . 

4.2.  xxyyy 2sin32cos32  . 

4.3.  56 2  xyy . 

№ 5. Найти решение задачи Коши методом вариации произвольных постоянных:

    34ln90,2ln80,
31

9
3

3



 yy

e
yy

x
. 

№6 Решить систему дифференциальных уравнений: 













yx
dt

dy

yx
dt

dх

24

3

. 

 

Вариант 17 
№ 1. Найти общее решение дифференциального уравнения: 

1.1. 0)ln1(  yxyy . 

1.2.  0)24()24( 2222  dyxxyydxyxyx . 

1.3.  
x

y

x

xy
y

105
4

2

22




  . 

1.4. 
1

32






x

yx
y . 

№ 2. Найти решение задачи Коши: 

2.1.    10,sin2
2

  yxxexyy x
. 

2.2.  1)0(,
)cos32(

cos32
2




 y
ye

x
xyy

x
. 

2.3.  1)0()0(,0)0(,02  yyyxey x
. 

2.4.  0)1(,2)1(0)(1 2  yyyyy . 

№ 3. Найти общий интеграл дифференциального уравнения: 
32 xyyx  . 

№ 4. Найти общее решение линейного неоднородного дифференциального уравнения с постоянными 

коэффициентами: 

4.1.  
xxeyyy 5396  . 

4.2.  xyy 3sin49  . 
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4.3.  22136 2  xxyyy . 

№ 5. Найти решение задачи Коши методом вариации произвольных постоянных:























4
,2

4
,

2sin

14
4 yy

x
yy . 

№6 Решить систему дифференциальных уравнений: 













yx
dt

dy

yx
dt

dх

54

5

. 

 

Вариант 18 
№ 1. Найти общее решение дифференциального уравнения: 

1.1. 013 22  yyxy . 

1.2.  0)cos(2)sin)(cos( 22  dyyxydxxyx . 

1.3.  
xyx

yxyx
y

4

3
2

22




  . 

1.4. 
1

123






x

yx
y . 

№ 2. Найти решение задачи Коши: 

2.1.   
3

2
0,

2)1(2 2



 y

x

x

xy
y . 

2.2.  1)0(,)1( 2  yyexxyy x
. 

2.3.  1)0()0()0(,)1(  yyyexy x
. 

2.4.  0)()(,0)(,04cos
2
2

  yyyx
x

y . 

№ 3. Найти общий интеграл дифференциального уравнения: 

434  yxyx . 

№ 4. Найти общее решение линейного неоднородного дифференциального уравнения с постоянными 

коэффициентами: 

4.1.  xxyyy 2cos2sin22  . 

4.2.  256416 3  xxyyy . 

4.3.  15315
x

xeyy  . 

№ 5. Найти решение задачи Коши методом вариации произвольных постоянных: 

№6 Решить систему дифференциальных уравнений: 













yx
dt

dy

yx
dt

dх

44

2

. 

 

Вариант 19 
№ 1. Найти общее решение дифференциального уравнения: 

1.1. 
xx eyye  )3( . 

1.2.      055 232  dyyxydxxxy . 

1.3.  yyxyx  2232  . 
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1.4. 
14

55






yx

y
y . 

№ 2. Найти решение задачи Коши: 

2.1.    10,)1(
1

2 2 


 yxe
x

y
y x . 

2.2.  2)0(,)(2 2  yxyyy . 

2.3.  0)0()0(,1)0(,4cos)4(  yyyxxy . 

2.4.  3)1(,8)1(,0)(3 2  yyyyy . 

№ 3. Найти общий интеграл дифференциального уравнения: 

xtgxyy sin2  . 

№ 4. Найти общее решение линейного неоднородного дифференциального уравнения с постоянными 

коэффициентами: 

4.1.  
xexyyy 2)8(3  . 

4.2.  xxyyy cos3sin252  . 

4.3.  xxyy 3434 2  . 

№ 5. Найти решение задачи Коши методом вариации произвольных постоянных: 

8ln3)0(,2ln2)0(,
1

9
3 





yy

e
yy

x
. 

№6 Решить систему дифференциальных уравнений: 













yx
dt

dy

yx
dt

dх

64
. 

 

Вариант 20 
№ 1. Найти общее решение дифференциального уравнения: 

1.1. dxxyydyxydyxdx 22  . 

1.2.  0)( 22 22

 dyуtgyexdxxe yy
. 

1.3.  
22

23

62

123

xy

yxy
yx




  . 

1.4. 
56

54






yx

yx
y . 

№ 2. Найти решение задачи Коши: 

2.1.   
2

1
0,)1(

1

2 3 


 yx
x

y
y . 

2.2.  2)1(),35(128 23  yxyyyx . 

2.3.  1)1()1()1(,cos314 4254  yyyxxxxyx . 

2.4.  1)2(,5)2(,0253  yyyy . 

№ 3. Найти общий интеграл дифференциального уравнения: 

434  yxyx . 

№ 4. Найти общее решение линейного неоднородного дифференциального уравнения с постоянными 

коэффициентами: 

4.1.  1874 2  xxyy . 

4.2.  
xeyyy 2432  . 
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4.3.  xxyy cos2sin3  . 

№ 5. Найти решение задачи Коши методом вариации произвольных постоянных: 

    1010,
sincos

1
4

22



 yy

xx
yy . 

№6 Решить систему дифференциальных уравнений:













yx
dt

dy

yx
dt

dх

34

26

. 

 

Вариант 21 
№ 1. Найти общее решение дифференциального уравнения: 

1.1. 
xx eyye  )1( . 

1.2.  0
)()(

22






yx

dyyxdxyx
. 

1.3.  yyxyx  224  . 

1.4. 
1

2






x

yx
y . 

№ 2. Найти решение задачи Коши: 

2.1.   
2

1
0,44 3  yxxyy . 

2.2.  1)0(,2  yxyyy . 

2.3.  2)0(,1)0(,0)0(),54(3   yyyxey x
. 

2.4.  0)0(,0)0(,0sincos18 3  yyyyy . 

№ 3. Найти общий интеграл дифференциального уравнения: 

145  yxyx . 

№ 4. Найти общее решение линейного неоднородного дифференциального уравнения с постоянными 

коэффициентами: 

4.1.  
xexyy  )1(3 2
. 

4.2.  xxyyy 2cos102sin145  . 

4.3.  53244 23  xxxyyy  

№ 5. Найти решение задачи Коши методом вариации произвольных постоянных: 

9ln1)0(,27ln)0(,
2




 yy
e

e
yy

x

x

. 

№6 Решить систему дифференциальных уравнений:













yx
dt

dy

yx
dt

dх

4
. 

 

Вариант 22 
№ 1. Найти общее решение дифференциального уравнения: 

1.1. 02)(3 22  dxxdyyyx . 

1.2.  0)26()223(2 22232  dyyxyxdxxxyxy . 

1.3.  
xyx

yxyx
y

6

5
2

22




  . 
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1.4. 
44

32






x

yx
y . 

№ 2. Найти решение задачи Коши: 

2.1.   
4

2
1,813 4  yxyyy . 

2.2.  1)1(,
ln

 y
x

x

x

y
y . 

2.3.  2)0(,2ln)0()0(),7(2 2  yyyxy x
. 

2.4.  
4

2
)0(,

2

2
)0(,14 43  yyyyy . 

№ 3. Найти общий интеграл дифференциального уравнения: 

xtgxyy sin2  . 

№ 4. Найти общее решение линейного неоднородного дифференциального уравнения с постоянными 

коэффициентами: 

4.1.  xxyy sin4cos5916  . 

4.2.  
xxeyyy 21610  . 

4.3.  543127 2  xxyyy . 

№ 5. Найти решение задачи Коши методом вариации произвольных постоянных:

4
4

,5
4

,284 



















yyxctgyy . 

№6 Решить систему дифференциальных уравнений:













yx
dt

dy

yx
dt

dх

4

2

. 

 

Вариант 23 
№ 1. Найти общее решение дифференциального уравнения: 

1.1. 01
1

1
2

2







y

x
yy . 

1.2.  0)cos(2))cos(22(sin  dyyxdxyxx . 

1.3.  
222 362 xxyyyx   . 

1.4. 
22

32






x

yx
y . 

№ 2. Найти решение задачи Коши: 

2.1.    5,11,2
2

2 


 yxx
x

y
y . 

2.2.  1)0(),sin1(cos
1

cos2  yxx
y

xyy . 

2.3.  0)0(,1)0(,0)0(,cos  yyyxxy . 

2.4.  
2

1
)0(,

2

2
)0(,1164 43  yyyyy . 

№ 3. Найти общий интеграл дифференциального уравнения: 

0
sin

1


x
yytgx . 
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№ 4. Найти общее решение линейного неоднородного дифференциального уравнения с постоянными 

коэффициентами: 

4.1.  
xeyy  4 . 

4.2.  xxyy 2cos52sin  . 

4.3.  xxyyy 7643 2  . 

№ 5. Найти решение задачи Коши методом вариации произвольных постоянных:

    3ln50,3ln310,
2

1
23 





yy

e
yyy

x
. 

№6 Решить систему дифференциальных уравнений:













yx
dt

dy

yx
dt

dх

3
. 

 

Вариант 24 
№ 1. Найти общее решение дифференциального уравнения: 

1.1. ydyxydydxy 224  . 

1.2.  0
2

cos
2

)
2

cos
2

3(
2

2  dy
y

x

y

x
dx

y

x

y
x . 

1.3.  yyxyx  22
 . 

№ 2. Найти решение задачи Коши: 

2.1.  
2

1

4
,cos2 











yxytgxy . 

2.2.  5,0)1(,ln2 2  yxyyyx . 

2.3.  1)0()0()0(,)1(  yyyexy x
. 

2.4.  8)0(,1)0(,128 3  yyyy . 

№ 3. Найти общий интеграл дифференциального уравнения: 

1 xyyx . 

№ 4. Найти общее решение линейного неоднородного дифференциального уравнения с постоянными 

коэффициентами: 

4.1.  xxyyy 3cos23sin2  . 

4.2.  
xxeyyy 366  . 

4.3.  742715 23  xxyyy . 

№ 5. Найти решение задачи Коши методом вариации произвольных постоянных: 

2
2

1
2

,2 



















yyctgxyy . 

№6 Решить систему дифференциальных уравнений: 













yx
dt

dy

yx
dt

dх

4
. 

 

Вариант 25 
№ 1. Найти общее решение дифференциального уравнения: 

1.1. dxxyydyxydyxdx 222  . 
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1.2.  0)2(3)23(2 2232  dyyyxdxxxy . 

1.3.  yyxyx  222  . 

1.4. 
67

65






yx

yx
y . 

№ 2. Найти решение задачи Коши: 

2.1.   
6

5
1,

2 3  yx
x

y
y . 

2.2.  1)1(,)54(53 4  yyxyyx . 

2.3.  3)0(,2)0(,1)0(,2 2  yyyxey x
. 

2.4.  1)4(,7)4(,0493  yyyy . 

№ 3. Найти общий интеграл дифференциального уравнения: 

0)17(  yyx . 

№ 4. Найти общее решение линейного неоднородного дифференциального уравнения с постоянными 

коэффициентами: 

4.1.  
xexyyy 2)2(103  . 

4.2.  xxyyy  23258 . 

4.3.  xyy 4sin2416  . 

№ 5. Найти решение задачи Коши методом вариации произвольных постоянных: 

    00,00,
1

9
189

3

3







yy
e

e
yyy

x

x

. 

№6 Решить систему дифференциальных уравнений: 













yx
dt

dy

yx
dt

dх

32
. 

 

Вариант 26 
№ 1. Найти общее решение дифференциального уравнения: 

1.1. 0)8(  dxyedye xx
. 

1.2.  0
231

34

2

2











 dy

x

y
dx

x

y

x
. 

1.3.  24
2

2


x

y

x

y
y  . 

1.4. 
2

4






x

yx
y . 

№ 2. Найти решение задачи Коши: 

2.1.    01,2  yx
x

y
y . 

2.2.  1)0(,
2

23
222




y
ey

x
xyy

x
. 

2.3.  1)0()0(,0)0()0(,
)1(

3
3

)4( 


 yyyy
x

ey x
. 

2.4.  6)2(,1)2(,72 3  yyyy . 
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№ 3. Найти общий интеграл дифференциального уравнения: 

yxxy  ln . 

№ 4. Найти общее решение линейного неоднородного дифференциального уравнения с постоянными 

коэффициентами: 

4.1.  12412 2  xxyy . 

4.2.  xyyy cos2510  . 

4.3.  
xexyy 2)7(  . 

№ 5. Найти решение задачи Коши методом вариации произвольных постоянных:

    00,10,
3cos

9
9  yy

x
yy . 

№6 Решить систему дифференциальных уравнений:













yx
dt

dy

yx
dt

dх

34

25

. 

 

Вариант 27 
№ 1. Найти общее решение дифференциального уравнения: 

1.1. 015 22  xyyy . 

1.2.  0cos2cos
1

2









 dx

x

y

x

y
dyy

x

y

x
. 

1.3.  
222 882 xxyyyx   . 

1.4. 
22

12






x

yx
y . 

№ 2. Найти решение задачи Коши: 

2.1.    eye
x

x

x

y
y x 


 1,

1
. 

2.2.  
2

2
)1(),35(32 23  yxyyyx . 

2.3.  4)1(,3)1(,4ln)1(  yyxxy . 

2.4.  
2

1
)0(,22)0(,164 43  yyyyy . 

№ 3. Найти общий интеграл дифференциального уравнения: 

0 xyyx . 

№ 4. Найти общее решение линейного неоднородного дифференциального уравнения с постоянными 

коэффициентами: 

4.1.  44 3  xxyy . 

4.2.  
xeyy 24  . 

4.3.  xxyyy 7cos27sin107  . 

№ 5. Найти решение задачи Коши методом вариации произвольных постоянных:

2

3

6
4

6
,

3sin

9
9




















 yy

x
yy . 

№6 Решить систему дифференциальных уравнений:













yx
dt

dy

yx
dt

dх

34

4

. 
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Вариант 28 
№ 1. Найти общее решение дифференциального уравнения: 

1.1. ydyxydydxy 224  . 

1.2.  0
2

cos
2

)
2

cos
2

3(
2

2  dy
y

x

y

x
dx

y

x

y
x . 

1.3.  yyxyx  22
 . 

1.4. 
1

2






x

yx
y . 

№ 2. Найти решение задачи Коши: 

2.1.  
2

1

4
,cos2 











yxytgxy . 

2.2.  5,0)1(,ln2 2  yxyyyx . 

2.3.  1)0()0()0(,)1(  yyyexy x
. 

2.4.  8)0(,1)0(,128 3  yyyy . 

№ 3. Найти общий интеграл дифференциального уравнения: 

1 xyyx . 

№ 4. Найти общее решение линейного неоднородного дифференциального уравнения с постоянными 

коэффициентами: 

4.1.  xxyyy 3cos23sin2  . 

4.2.  
xxeyyy 366  . 

4.3.  742715 23  xxyyy . 

№ 5. Найти решение задачи Коши методом вариации произвольных постоянных: 

2
2

1
2

,2 



















yyctgxyy . 

№6 Решить систему дифференциальных уравнений: 













yx
dt

dy

yx
dt

dх

4
. 

 

Вариант 29 
№ 1. Найти общее решение дифференциального уравнения: 

1.1. 
xx eyye  )3( . 

1.2.      055 232  dyyxydxxxy . 

1.3.  yyxyx  2232  . 

1.4. 
12

33






yx

y
y . 

№ 2. Найти решение задачи Коши: 

2.1.    10,)1(
1

2 2 


 yxe
x

y
y x . 

2.2.  2)0(,)(2 2  yxyyy . 

2.3.  0)0()0(,1)0(,4cos)4(  yyyxxy . 

2.4.  3)1(,8)1(,0)(3 2  yyyyy . 
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№ 3. Найти общий интеграл дифференциального уравнения: 

xtgxyy sin2  . 

№ 4. Найти общее решение линейного неоднородного дифференциального уравнения с постоянными 

коэффициентами: 

4.1.  
xexyyy 2)8(3  . 

4.2.  xxyyy cos3sin252  . 

4.3.  xxyy 3434 2  . 

№ 5. Найти решение задачи Коши методом вариации произвольных постоянных: 

8ln3)0(,2ln2)0(,
1

9
3 





yy

e
yy

x
. 

№6 Решить систему дифференциальных уравнений: 













yx
dt

dy

yx
dt

dх

64
. 

 

Вариант 30 
№ 1. Найти общее решение дифференциального уравнения: 

1.1. 0)ln1(  yxyy . 

1.2.  0)24()24( 2222  dyxxyydxyxyx . 

1.3.  
x

y

x

xy
y

105
4

2

22




  .   1.4. 
55

532






x

yx
y . 

№ 2. Найти решение задачи Коши: 

2.1.    10,sin2
2

  yxxexyy x
. 

2.2.  1)0(,
)cos32(

cos32
2




 y
ye

x
xyy

x
. 

2.3.  1)0()0(,0)0(,02  yyyxey x
. 

2.4.  0)1(,2)1(0)(1 2  yyyyy . 

№ 3. Найти общий интеграл дифференциального уравнения: 
32 xyyx  . 

№ 4. Найти общее решение линейного неоднородного дифференциального уравнения с постоянными 

коэффициентами: 

4.1.  
xxeyyy 5396  . 

4.2.  xyy 3sin49  . 

4.3.  22136 2  xxyyy . 

№ 5. Найти решение задачи Коши методом вариации произвольных постоянных:   























4
,2

4
,

2sin

14
4 yy

x
yy . 

№6 Решить систему дифференциальных уравнений:  













yx
dt

dy

yx
dt

dх

54

5

. 
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ОБРАЗЕЦ 

выполнения индивидуальной работы по теме 

«Дифференциальные уравнения» 

 

№ 1. Найти общее решение дифференциального уравнения: 

 

1.1. dxxyydyxydyxdx 22 53320   

Попробуем разделить переменные 

 ydyydyxdxxyxdx 33520 22  ydyxxdxy 3)1(5)4( 22

22 4

3

1

5

y

ydy

x

xdx





. 

Таким образом, наше уравнение привели к виду dyygdxxf )()(  ,  это уравнение с разделяющимися 

переменными. 

Перейдем к интегралам:  





C
y

ydy

x

xdx
22 4

3

1

5
. 

 






1ln

2

5

1

)1(

2

5

1

5 2

2

2

2
x

x

xd

x

xdx
. 

4ln
2

3

4

)4(

2

3

4

3 2

2

2

2







  y
y

yd

y

ydy
. 

1

3
2

5
222 ln4ln1ln4ln

2

3
1ln

2

5
CyxCyx  . 

Воспользуемся свойством логарифмов и получим общее решение уравнения: 
32

1

52 )4()1(  yCx . 

 

1.2.  0
22







yx

ydxxdy
ydyxdx . 

Сгруппируем уравнение по дифференциалам  

0
2222






















 dy

yx

x
ydx

yx

y
x . 

Таким образом, наше уравнение имеет вид 0),(),(  dyyxQdxyxP  

2222
);(,);(

yx

x
yyxQ

yx

y
xyxP





 . 

Проверим необходимое и достаточное условие полного дифференциала  
x

Q

y

P









. 































222

22

222

22

222

22

222

22

)()(

2)(1
0

)()(

2)(1
0

yx

xy

yx

xxyx

x

Q

yx

xy

yx

yyyx

y

P

x

Q

y

P









. 

Таким образом, это уравнение в полных дифференциалах, решением будет некоторая функция 

F(x;y)=C, которую можно найти по формуле: 

 

x

x

y

y

dyyxQdxyxPyxF

0 0

);();();( 0
,  

где (х0 ,у0) некоторые значения при которых P(x;y), Q(x;y) имеют смысл.  

Для функций 
22 yx

y
xP


  и 

22 yx

y
yQ


  

например, х0 =0, у0=1. 
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




















  dy

y
ydx

yx

y
xyxF

yx

1

2

0

22 0

0
);(  




   
1

2

00

2

0 0 1

22 2

1

2

yxx
x x y

y

y

x
arctg

y
y

x
ydy

yx

dx
yxdx  

2

1

2
00

2

22


y

arctg
y

x
arctg

x

2

1

2

22





y

x
arctg

yx
 

Общий интеграл C
y

x
arctg

yx




2

22

. 

 

1.3.  
xyx

yxyx
y

62

52
2

22




 .  Наше уравнение имеет вид ),,( yxfy   где  

);( yxf
xyx

yxyx

62

52
2

22




 - является однородной функцией, т.к. 

);( yxf 
yxx

yyxx









6)(2

)(52)(
2

22

=
)62(

)52(
2

22

xyx

yxyx








= );( yxf . 

Применим подстановку txtytxy  , . 

26

1

62

62521

62

521 2222
















t

t

t

tttt
t

t

tt
xt  

 












x

dx

t

tdt

t

t
x

dx

dt

1

)26(

26

1
2

2

получили уравнение с разделяющимися переменными 

  



C

x

dx
dt

t

t

1

26
2

 

 









arctgtt

t

dt

t

tdt
dt

t

t
21ln3

1
2

1
6

1

26 2

222
 

  x
x

dx
ln  

Cxarctgtt  ln21ln3 2
. Вернемся к замене 

x

y
t  . 

Общий интеграл: Cx
x

y
arctg

x

y
 ln21ln3

2

2

.  

 

1.4.   
.

42

52






yx

yx
y  

Попробуем привести данное уравнение к однородному 

 

 Сделаем подстановку  
,hux 
    .ky   Мы имеем ,dudx 

 
.ddy 
 Поэтому после перехода 

к новым переменным уравнение примет вид:  

     

 
 

.
422

522






khu

khu

du

d




            

Чтобы это уравнение было однородным, выберем h и k так, чтобы выполнялись равенства             









.042

052

kh

kh
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Решая систему находим ,1h  .2k  При ,1h  , 2k уравнение  принимает вид:  

.
2

2










u

u

du

d
 Данное уравнение уже является однородным. Таким образом делаем первую 

подстановку 1 ux  ,2y  dudx   ddy   

Решим это однородное уравнение подстановкой: ,uz   получаем ,
du

dz
z

du

d



 тогда 

zuu

zuu

du

dz
uz






2

2
  отсюда    

z

zz

u

dz
u






2

41 2

 

            ,
2

1 2

z

z

du

dz
u




                                           

 

Решением которого является        
 0

1

1 2

3





CCu

z

z
.
 

Подставляя значение  ,u
z


  получаем:        

.
3

C
u

u









 

Так как 
,1 xu
 

,2 y
 то имеем отсюда           

C
xy

xy





3

1

3
      

При разделении переменных мы делили на выражение  12 z .  Из уравнения 012 z   получаем
 

потерянные решения 1z  уравнения.
  
Выражая  z  через x  и y , получаем решения 

3 xy
и 

1 xy
 (решение  

3 xy
 получается из, если положить С=0, а решение

 
1 xy

 - если 

записать в виде 
 

1

3

3

1
C

xy

xy





 и положить 

01 С
).

 

 

№ 2. Найти решение задачи Коши: 

2.1.  4)1(,
2
2

 y
xx

y
y . 

Сначала найдем общее решение уравнения . Данное уравнение является линейным, так как имеет вид  

)()( xbyxay  ,  решим его методом Бернулли.    Сделаем подстановку 

vuvuyvuy  , . 











22

22

xx

v
vuvu

xx

uv
vuvu  













2

2

0

x
vu

x

v
v

     

 

   10 C
x

dx

v

dv

x

dx

v

dv

x

v

dx

dv

x

v
v  

 .2lnln Cx  .  

Т.к. нам нужна одна из функций v , удовлетворяющая условию 0
x

v
v , возьмем 02 C ,   

xvxv  lnln . Во второе уравнение системы (*) 


2

2

x
xu      C

x
dudx

x
du

xdx

du
323

222
 

  udu ,     
 2

3

2
x

x

dx
. 
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Cxu  2 . 

x
xCCxxy

1
)( 2   - общее решение. 

Для решения задачи Коши найдем С, подставив начальные условия. 

3
1

1
14  СС  

Решение задачи Коши:  .3
1

x
x

y   

 

2.2. 1)0(,sin
3

2 4  yxytgxyy . 

Сначала найдем общее решение. Данное уравнение имеет вид  
nyxbyxay )()(   - является 

уравнением Бернулли. Будем решать методом Бернулли. 

vuvuyvuy  , . 

 xvutgxvuvuvu sin
3

2 44
 

 xvutgxvvuvu sin
3

2
)( 44

 












xvuvu

vtgxv

sin
3

2

0

44  

 tgxdx
v

dv
tgxv

dx

dv
vtgxv 0  

11 coslnln CxvCtgxdx
v

dv
   

Т.к. нам нужна одна из функций v, то С1=0. 

x
v

x
x

cos

1

cos

1
lnln  . 

Подставим во второе уравнение системы (*) в уравнение  xvuvu sin
3

2 44 . 


x

x
u

dx

du
x

x
u

x
u

3

4

4

4

cos

sin

3

2
sin

cos

1

3

2

cos

1
 

Cdx
x

x

u

du

x

x

u

du
   3434 cos

sin

3

2

cos

sin

3

2
 

 





3

3

4 3

1

3 u

u

u

du
. 

x

x

x

xd
dx

x

x
2

2

33 cos3

1

2

cos

3

2

cos

)(cos

3

2

cos

sin

3

2







  

3
2

2

2

2

323 1cos

cos

cos

cos1

3

1

3

1

3

1







xC

x
u

x

xC

u
C

xCosu
 

3 3

3
2

2

coscos

1

1cos

cos

cos

1

xCxxC

x

x
y





 - общее решение. 

Найдем решение задачи Коши:  
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0
11

1

0cos0cos

1
1

33 3






 C

CC
. Т.о. 

3 cos

1

x
y  . 

2.3.  1)0(,2)0(,0)0(,  yyyexy x
. 

Данное уравнение имеет вид )(xfy n   

  dxyy  

Применим n-кратное интегрирование. 

 









 1Ceexdxeex

ev

dxdu

dxedv

xu

dxexy xxxx

x

x

x

.   

 Далее будем использовать  интеграл   xxx exedxxe . 

Применим начальное условие  1)0( y . 

2201 11

00  xx eexyCCee . 

     dxdxedxexdxeexdxyy xxxx 2)2(  

22 222 CxeexCxeeex xxxxx  . 

Используем начальное условие  2)0( y . 

422402202 22

00  xeexyCCee xx

   dxxeexdxyy xx )422(  

     2
22422

2x
eexedxxdxdxedxex xxxxx

 34 Cx
.3

2 43 Cxxeex xx   

Используем начальное условие  0)0( y . 

3040300 33

200  CCee . 

Т.о. решение задачи Коши: 343 2  xxeexy xx
. 

 

2.4.  1)4()4(,013  yyyy . 

Дифференциальное уравнение не содержит переменной х, решим его с помощью подстановки 

, 

тогда  






 p

dy

dp
y

dy

dp

dxdy

dyyd

dx

yd
y

)()(

 

Подставим в уравнение, получим 

 


3

33 101
y

dy
pdpyp

dy

dp
yp

dy

dp
 

  13
C

y

dy
pdp

12

2

12

2 1

2

1

2
C

y
pC

y

p
 , 

12

2 1
)( C

y
y   

Используем начальное условие 1)4()4(  yy . 

0
1

1
1 112

2  CC  

Т.о. 
y

y
y

y
11

)(
2

2  . 

py 
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   2

1
Cdxydydxydy

ydx

dy
2

2

2
Cx

y
  

2

2
~

2

1
Cx

y
dxydy

ydx

dy
  

Используем начальные условия  1)4( y . 

2

7
4

2

1
22  CC ,   

2

9~~
4

2

1
22  CC . 

Решение задачи Коши: 722  xy  или  922  xy . 

 

№ 3. Найти общий интеграл дифференциального уравнения: 
32 122)1( xyxyx  . 

Данное уравнение допускает понижение степени с помощью  

замены py  , тогда  
dx

dp
pyy  )()( . 

32 122)1( xxp
dx

dp
x  . уравнение стало  линейным уравнением 1-ого порядка 

2

3

2 1

12

1

2

x

x
p

x

x

dx

dp





 .  

Решаем методом Бернулли:  vuvupvup  ,  






















2

3

2

3

2 1

12

1

2

1

12

1

2

x

x
v

x

x
vuvu

x

x
uv

x

x
vuvu  


















2

3

2

1

12

0
1

2

x

x
vu

v
x

x
v

. 










 dx
x

x

v

dv
v

x

x

dx

dv
v

x

x
v

222 1

2

1

2
0

1

2
 

  v
v

dv
ln ,    








 2

2

2

2
1ln

1

)1(

1

2
x

x

xd

x

xdx
 

211

2

1

1
0,1lnln

x
vCCxv


 . 







 dxxdux
dx

du

x

x

x
u 33

2

3

2
1212

1

12

1

1
 

  




2

1

4

1

43

1

3
312

x

Cx
uvpCxudxxdu  

Т.о. 


















 dx

x

C

x

x
dy

x

C

x

x

dx

dy
2

1

2

4

2

1

2

4

11

3

11

3
 

  


























 dx

x

C

x
xdx

x

C

x

x
y

2

1

2

2

2

1

2

4

11

3
33

11

3
 

21

3 )3(3 CarctgxCxx  . 

Общий интеграл  21

3 )3(3 CarctgxCxxy  . 
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№ 4.  Найти общее решение линейного неоднородного уравнения с постоянными коэффициентами: 

4.1. xyyy cos1052  . 

Сначала решим однородное уравнение 052  yyy  

rоднобщ yуy   

Составим характеристическое уравнение: 

0522  kk . Найдем корни этого уравнения: ik 212,1  . ФСР  
xey

xey

x

x

2sin

2cos

1

2

1

1








 

Решение соответствующего однородного уравнения имеет вид:  )2sin2cos( 21 xCxCey x

одн  
. 

Найдем частное решение, соответствующее правой части 

xxf cos10)(  . Вспомогательное число iK 10  не является корнем характеристического 

уравнения. 

xBxAxBxAey x

ч sincos)sincos(0  
 

xBxAyч cossin   

xBxAyч sincos   

xxBxAxBxAxBxA cos10sin5cos5cos2sin2sincos  Приравняем коэффициенты 

при xиx cossin  правой и левой частей. 


















1

2

052

1052

B

A

BAB

ABA
 

Т.о. xxyч sincos2  . 

xxxCxCey x

общ sincos2)2sin2cos( 21  
. 

 

4.2. 148 2  xxyy . 

Сначала решим однородное уравнение 08  yy  

Составим характеристическое уравнение: 082  kk .  

Найдем корни характеристического уравнения: 8,0 21  kk  ФСР 
x

x

ey

ey

8

2

0

1




 

xxx

одн eCCeCeCy 8

21

8

2

0

1  
. 

Вспомогательное число правой части 0K  является корнем характеристического уравнения 

кратности 1. 

CxBxAxxCBxAxey x

ч   23120 )(  

CBxAxyч  23 2
 

BAxyч 26   

148162426 22  xxCBxAxBAx  










































256

15
64

17
24

1

182

4166

124

C

B

A

CB

BA

A

 

xxxyч
256

15

64

17

24

1 23  . 
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xxxeCCy x

общ
256

15

64

17

24

1 238

21  . 

 

4.3. 
xexyyy )2(43  . 

Сначала решим уравнение ФСР 043  yyy  

 

Составим характеристическое уравнение:  

0432  kk . Корни этого уравнения будут: 4,1 21  kk . ФСР 
x

x

ey

ey

4

2

1

1




 

xx

одн eCeCy 4

21

 .  Вспомогательное число правой части iK 01  является корнем 

характеристического уравнения кратности 1. 

)()( 21 BxAxexBAxey xx

ч   

)2( 2 BAxBxAxey x

ч   

 )222( 2 ABAxBAxBxAxey x

ч )224( 2 ABAxBxAxe x   

 

 )3633()224( 22 BAxBxAxeABAxBxAxe xx
  )44( 2 BxAxe x

 

)2()36224(  xeBAxABAxe xx
 

Приравняем коэффициенты при х в правой и левой части. 

 



























100

36
10

1

225

110

B

A

AB

A
. 

)36,01,0( 2 xxey x

ч   

)36,01,0(4

21 xxeeCeCy xxx

общ  
. 

 

№ 5. Найти решение задачи Коши: 

22
,1

2
,

sin

1 


















 yy

x
yy . 

Правая часть  
x

xf
sin

1
)(   не специального вида. Будем решать методом вариации произвольной 

постоянной. Сначала решим однородное уравнение  0 yy . 

Характеристическое уравнение соответствующего однородного уравнения 012 k . Корни этого 

уравнения будут:  ik 2,1 .  

Фундаментальная система решений: xyxy sin,cos 21  . 

1sincos
cossin

sincos
),( 22

21

21

21 





 xx
xx

xx

yy

yy
yyW . 

Тогда по методу вариации  произвольной постоянной 

2211 )()( yxCyxCyобщ  , где С1(х) и С2(х) функции такие, что 










































x
xCxC

xCxC

xfyCyC

yCyC

sin

1
cossin

0sincos

)(

0

21

21

2211

2211  



76 

x

x

x
x

x

x
x

x

sin

cos

sin

1
sin

0cos
,1

cos
sin

1
sin0

21 


 . 

 


111

~
1 CxdxCC  

 


222

~
sinln

sin

cos

sin

cos
Cxdx

x

x
C

x

x
C . 

  xCxxCxyобщ sin)
~

sin(lncos
~

21  . 

Решение задачи Коши: 

1
~

2
sin)

~

2
sin(ln

2
cos

~

2
11

2
221 

















CCCy


 

 

0
~

2
cos

~

2
sinln

2
sin

2
sin

2
cos

2
sin

~

22
cos

~
1

222

12

11



























































CC

ССy









 

Т.о. решение задачи Коши:   xxxxy sin1sinlncos  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  



77 

Рекомендуется дополнительная  литература 

 

1. Бугров Я.С., Никольский С.М.  Дифференциальные уравнения; Кратные интегралы; Ряды. - 

М.:Наука, 1989, - 512 с. 

2. Краснов М.Л., Киселев А.И., Макаренко Г.И.  Сборник задач по обыкновенным 

дифференциальным уравнениям. - М.: Высшая школа, 1978,- 287 с. 

3. Кузнецов Л.А. Сборник заданий по высшей математике. М.: Высшая Школа, 1983,-174 с.   

4. Крум Е.В., Бичи-оол Е.К. Математика. Дифференциальные уравнения. Учебно- методическое 

пособие для студентов инженерно-технического факультета. - Кызыл: Издательство Тыв ГУ, 2004, - 

92 с.  

5. Попов А.Г., Данко П.Е., Кожевникова Т..Я. Высшая математика в упражнениях и задачах. - М.: 

Высшая школа ,1989, ч.2-416 с. 

6. Под редакцией Виленкина Н.Я. Задачник по курсу математического анализа. - М.:  

Просвещение,1971, ч.2-333 с. 

 

  



78 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Учебное издание 

 

 

 

 

 

Крум Елена Валерьевна, Бичи-оол Елена Карловна 
 

 

 

Дифференциальные уравнения 

и системы дифференциальных уравнений 
 

Учебно-методическое пособие 

для студентов физико-математического факультета 

 

 

 

 

 

 

 

 
Редактор  А.Р. Норбу 

Дизайн обложки  К.К. Сарыглар 

 

 

Сдано в набор: 27.06.2018. Подписано в печать: 25.10.2018. 

Формат бумаги 60×84 
1
/8.  Бумага офсетная. 

Физ. печ. л. 9,8. Усл. печ. л. 9,1. Заказ № 1490.  Тираж  50  экз. 

 

 

667000, г. Кызыл, Ленина, 36 

Тувинский государственный университет 

Издательство ТувГУ 

 
 


